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Einleitung

All of our ideas in physics require a certain
amount of intelligence; they are not purely
mathematical ideas.

R. P. Feynman

Hinter dem Namen Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen steckt die physikalische Me-
thode, das Konzept der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem Phasenraum aus der
klassischen Physik in die Quantenphysik zu übertragen. Diese Methode wird in der vor-
liegenden Arbeit in die Sprache der Mathematik übersetzt.

In der klassischen Optik kann man den Zustand eines elektromagnetischen Oszillators
vollständig durch die Statistik der klassischen, komplexen Amplitude α beschreiben. Ist
die Amplitude fest, so ist das Feld kohärent. Verändert sich α, so ist das Feld nur teilweise
kohärent oder ganz inkohärent. Man kann sich den Realteil bzw. den Imaginärteil von α
als Ort bzw. Impuls des elektromagnetischen Oszillators vorstellen. Daher kann man in
der klassischen Optik ebenso wie in der klassischen Mechanik die Statistik der komple-
xen Amplitude α bzw. die Statistik von Ort q und Impuls p durch eine Phasenraum-
Verteilungsfunktion (Phasenraum-Dichte) beschreiben. Die Verteilungsfunktion f(q, p)
gibt die Wahrscheinlichkeit an, daß der Oszillator sich bei gleichzeitiger Messung gerade
am Ort q mit dem Impuls p befindet. Kennt man f(q, p), so kann man alle statistischen
Größen des elektromagentischen Oszillators berechnen. In diesem Sinne beschreibt die
Phasenraum-Verteilungsfunktion den Zustand des Oszillators.

In der Quantenoptik bzw. Quantenmechanik muß das Konzept von Phasenraum-
Verteilungsfunktionen im allgemeinen jedoch versagen. Zuallererst verhindert nämlich
die Heisenberg’sche Unschärferelation, daß man Ort und Impuls gleichzeitig und ex-
akt messen kann. Aber man kann versuchen, in bestimmten Situationen eine Quanten-
Phasenraum-Verteilungsfunktion f(q, p) zu entwickeln, um damit beobachtbare Größen
auf eine klassische Art und Weise zu berechnen.

Das Konzept eines Quanten-Phasenraumes muß natürlich Mängel aufweisen: Die Ver-
teilungsfunktion f(q, p) kann z.B. negativ werden, sie kann sich nicht gemäßigt, d. h.



2 Einleitung

unstetig, verhalten oder in manchen Fällen erst gar nicht existieren. Mit Hilfe solcher
Verteilungsfunktionen kann man also nur bedingt statistische Aussagen machen, und
man nennt sie daher Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Man kann mit ihrer Hilfe
Quanteneffekte mit soviel klassischer Sprache wie möglich beschreiben, und man erhält
durch sie Einblicke in die Quantentheorie, die so durch kaum ein anderes Verfahren
möglich sind. Ein Beispiel hierfür ist die Korrespondenz zwischen klassischer Theorie
und Quantentheorie. Ein weiterer Vorteil der Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist,
daß die abstrakten Gleichungen, die Quantensysteme beschreiben, in Gleichungen umge-
formt werden können, die u. a. von Computern leicht berechnet werden können. Dies alles
erklärt die häufige Verwendung dieser Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen in vielen
Bereichen der Physik, wie z. B. der Statistischen Physik, der Quantenoptik, der Streu-
theorie und der Chaostheorie.

Die erste Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung wurde 1932 von E. Wigner [83] einge-
führt, auf der Suche nach Quanten-Korrekturen für die Boltzmann-Formel. Nach dieser,
heute als Wigner-Funktion bezeichneten, Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung entstan-
den noch viele weitere mit unterschiedlichen Eigenschaften. Die bekanntesten darunter
sind die P-Darstellung, die Q-Darstellung und die Husimi-Darstellung. Mit diesen vier
Darstellungen und einer verallgemeinerten Darstellung beschäftigt sich dieser Text.

Da es keinen einheitlichen Weg gibt, die Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu defi-
nieren, gibt es auch noch viele andere Darstellungen mit unterschiedlichen Eigenschaften
und Anwendungen. Will man entscheiden, welche Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung
man wählen soll, so ist dies keine Frage des Geschmacks. Je nachdem, welches physika-
lische System man beschreiben oder welches Problem man lösen möchte, fällt die Wahl
auf eine andere Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die folgenden Beispiele sollen dies
verdeutlichen.

In der Quantenoptik – insbesondere bei der Beschreibung von Kohärenz – berech-
net man häufig Erwartungswerte normalgeordneter Operatoren. Da man mit der von
R. Glauber und E. Sudarshan entwickelten P-Darstellung gerade solche normalge-
ordneten Produkte von Operatoren sehr einfach berechnen kann, wird diese Darstellung
überwiegend in der Quantenoptik verwendet.

In der Theorie der Streuprozesse bedient man sich in der Regel der Wigner-Dar-
stellung. Die auftretenden Gleichungen für die Zeitentwicklung eines solchen Prozesses
nehmen nämlich die einfachste Form an, wenn man sie mit Hilfe der Wigner-Darstellung
berechnet.

Ein weiteres Beispiel sind chaotische Systeme. Die Quanten-Zeitentwicklung eines sol-
chen Systems kann man durch eine Abfolge graphischer Darstellungen von Verteilungs-
funktionen im Phasenraum untersuchen. Die Schwierigkeit hierbei ist, daß die entste-
henden Zeichnungen sehr komplex sind. Man kann die relevanten Informationen daher
nur sehr mühsam herauslesen. Von den bisher entwickelten Darstellungen eignet sich die
Husimi-Darstellung für dieses Problem am besten, da sie eine glatte Struktur zeigt und
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sich gemäßigt verhält.

Versucht man, die physikalischen Texte über Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen
durch eine mathematische Brille zu lesen, so stößt man auf mehrere Probleme: Erstens
fehlt in der Regel ein mathematischer Rahmen, also z. B. die Angabe der Räume, in denen
gearbeitet wird. Ebenso fehlt zweitens eine exakte Definition der Elemente dieser Räume
und der auf ihnen wirkenden Operatoren. Drittens sind die auftretenden Gleichungen
und Herleitungen oft nur formale, wenig mathematische Rechnungen. Und viertens er-
schwert die unterschiedliche Darstellung des Themas in den verschiedenen Texten das
Verständnis zusätzlich. In dieser Arbeit werden einige dieser Probleme gelöst.

In Kapitel 1 wird der mathematische Rahmen für das Thema erarbeitet. Mit dem
symmetrischen Fockraum, den Glaubervektoren, den Erzeugern und Vernichtern, den
Feld-, Weyl- und Dichteoperatoren und den klassischen Zuständen werden die zentralen
Begriffe eingeführt.

Die erste Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung, die P-Darstellung, mit der wir uns in
Kapitel 2 beschäftigen, entsteht durch den Versuch, Dichteoperatoren als kontinuierliche
Konvexkombination von reinen Zuständen zu schreiben. Neben Eigenschaften und wich-
tigen Beispielen behandeln wir auch einen alternativen Zugang zur P-Darstellung über
die sogenannte quantencharakteristische Funktion. Sie ist eine Quanten-Version der aus
der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie bekannten charakteristischen Funktion.

Die älteste Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung, die Wigner-Funktion ist das Thema
von Kapitel 3. Hier ist u. a. von Interesse, wie die Wigner-Funktion aus der P-Funktion
durch Faltung mit einer zweidimensionalen Gauß-Glocke entsteht.

Der Versuch, eine Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung zu entwickeln, indem man die
Diagonalelemente des Dichteoperators verwendet, führt uns in Kapitel 4 zur Q-Darstel-
lung. Auch hier ist der Zusammenhang mit den anderen Darstellungen durch Faltung
mit Gauß-Glocken unterschiedlicher Breite von Interesse.

Der einheitliche Zugang zu den drei Darstellung mit Hilfe der quantencharakteristi-
schen Funktion liefert in Kapitel 5 eine verallgemeinerte Darstellung, die die P-, Wigner-
und Q-Darstellungen als Spezialfälle enthält. Auch der Zusammenhang zwischen den
einzelnen Darstellungen wird auf eine einheitliche Form gebracht, die eine Analogie zur
Wärmeleitungsgleichung zeigt. Die verallgemeinerte Darstellung wird nocheinmal erwei-
tert, um auch die Husimi-Darstellung noch beschreiben zu können.

www.floriankarsten.de





Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

The beginner should not be discouraged if he
finds that he does not have the prerequisites
for reading the prerequisites.

P. Halmos

Wir werden im folgenden den für diese Arbeit benötigten mathematischen Rahmen er-
arbeiten.

1.1 Notation

Um die Gleichungen übersichtlich zu halten, werden die physikalischen Größen Masse
und Frequenz sowie die Planck’sche Konstante ! zu 1 normiert. In der folgenden Tabelle
werden die in diesem Text verwendeten Symbole, die später nicht detailliert definiert
werden, aufgeführt:

1l Der Einsoperator, die identische Abbildung;
C Der Körper der komplexen Zahlen;
e Die Euler’sche Zahl;
H Ein separabler Hilbertraum;
hn Die Hermitefunktionen;
i Die imaginäre Einheit;
#2(N) Der Raum der quadratsummierbaren, komplexen Folgen;
L2(R) Der Raum der quadratintegrablen, komplexen Funktionen;
N Der Körper der natürlichen Zahlen;
R Der Körper der reellen Zahlen;
〈·, ·〉 Ein komplexes Skalarprodukt (in der ersten Komponente linear).
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1.2 Der symmetrische Fockraum

Der symmetrische Fockraum und die Operatoren auf ihm werden in den folgenden beiden
Abschnitten nur stichwortartig dargestellt. Eine ausführliche Darstellung, die auch viele
Beweise umfaßt, findet sich in Rueff [29].

Zu einem gegebenen Hilbertraum H ist das n-fache (Hilbertraum-)Tensorprodukt

H⊗n := H⊗ · · ·⊗H
︸ ︷︷ ︸

n mal

(1.1)

die Vervollständigung des n-fachen algebraischen Tensorproduktes bezüglich des Skalar-
produktes

〈ϕ1 ⊗ · · ·⊗ ϕn,ψ1 ⊗ · · ·⊗ ψn〉 := 〈ϕ1,ψ1〉 · · · 〈ϕn,ψn〉 . (1.2)

Wir suchen nun Vektoren ψ1 ⊗ · · · ⊗ ψn in H⊗n, die sich unter Permutation nicht
ändern. Dazu verwendet man die unitäre Darstellung σ → Uσ der Gruppe Sn, d. h. der
Permutationsgruppe auf n Elementen, auf dem Hilbertraum H⊗n. Dabei ist Uσ für ein
σ ∈ Sn die Fortsetzung des Operators

Uσ : ψ1 ⊗ · · ·⊗ ψn &→ ψσ(1) ⊗ · · ·⊗ ψσ(n) (1.3)

zu einem unitären Operator auf H⊗n. Die orthogonale Projektion

P n
+ :=

1

n!

∑

σ∈Sn

Uσ (1.4)

auf H⊗n heißt Symmetrisierungsoperator . Mit ihrer Hilfe definiert

H⊗n
+ := P n

+(H⊗n) (1.5)

den Bosonen-Unterraum von H⊗n als den Teilraum der Elemente, die sich unter Per-
mutation nicht verändern. Der symmetrische Fockraum F+(H) über H wird definiert
durch

F+(H) := C⊕H⊕H⊗2
+ ⊕H⊗3

+ ⊕ · · · . (1.6)

Der Vektor Ω := (1, 0, 0, . . .) ∈ F+(H) heißt Vakuumvektor .

Wir werden im Folgenden zwei Spezialfälle des symmetrischen Fockraums benötigen,
den symmetrischen Fockraum über Cn und über C. Der symmetrische Fockraum F+(Cn)
über Cn hat nach Gleichung (1.6) die Form

F+(C
n) := C⊕ C

n ⊕ (Cn)⊗2
+ ⊕ (Cn)⊗3

+ ⊕ · · · . (1.7)

www.floriankarsten.de



1.2 Der symmetrische Fockraum 7

Für den symmetrischen Fockraum F+(C) über C ergibt sich

F+(C) := C⊕ C⊕ C
⊗2
+ ⊕ C

⊗3
+ ⊕ · · ·

( C⊕ C⊕ C⊕ C⊕ · · · (1.8)
( #2(N).

Die Abbildung #2(N) ) (fn)n∈N &→
∑

n fnhn ∈ L2(R) mit den Hermitefunktionen hn

liefert eine weitere, für die Physik wichtige, Isomorphie:

F+(C) ( L2(R). (1.9)

1.2.1 Physikalische Interpretation: Wenn H der Systemhilbertraum des quantenme-
chanischen Systems „Teilchen einer Sorte“ ist, so beschreibt H⊗n das System „n solche
Teilchen“. Sind diese Teilchen ununterscheidbar, d. h., der Zustand des Systems ändert
sich durch Permutation nicht, so wird dieses Bosonen-System durch H⊗n

+ beschrieben.
Der symmetrische Fockraum F+(H) ist der Hilbertraum des Systems „beliebig viele
(nicht unendlich viele) Bosonen in beliebig vielen Zuständen“. Der symmetrische Fock-
raum über Cn ist die mathematische Beschreibung des harmonischen Oszillators mit n
Freiheitsgraden bzw. des elektromagnetischen Feldes in n Moden.

1.2.2 Glaubervektoren: Zu jedem ψ ∈ H wird durch

e(ψ) := e−
1
2
||ψ||2

⊕

n∈N

ψ⊗n

√
n!

(1.10)

ein Vektor in F+(H) definiert. Diese Vektoren heißen Glaubervektoren. In physikalischen
Texten findet man sie auch als kohärente Zustände.

1.2.3 Proposition: Es seien e(ψ) und e(ϕ) zwei Glaubervektoren aus F+(H). Dann
gilt:

(i) 〈e(ψ), e(ϕ)〉 = exp
{

〈ψ,ϕ〉 − 1
2 ||ψ||

2 − 1
2 ||ϕ||

2
}

,= 0;

(ii) Glaubervektoren sind Einheitsvektoren, d. h., ||e(ψ)|| = 1;

(iii) {e(ψ) : ψ ∈ H} ist total in F+(H).

Beweis:

(i) Für das Skalarprodukt ergibt sich

〈e(ψ), e(ϕ)〉 =

〈

e−
1
2
||ψ||2

⊕

n∈N

ψ⊗n

√
n!
, e−

1
2
||ϕ||2

⊕

n∈N

ϕ⊗n

√
n!

〉

www.floriankarsten.de



8 Kapitel 1. Mathematische Grundlagen

= e−
1
2
||ψ||2 e−

1
2
||ϕ||2

〈

⊕

n∈N

ψ⊗n

√
n!
,
⊕

n∈N

ϕ⊗n

√
n!

〉

= e−
1
2
||ψ||2 e−

1
2
||ϕ||2

∑

n∈N

1

n!

〈

ψ⊗n,ϕ⊗n
〉

= e−
1
2
||ψ||2 e−

1
2
||ϕ||2 e〈ψ,ϕ〉

,= 0.

Glaubervektoren stehen also nie orthogonal zueinander.

(ii) ||e(ψ)||2 = 〈e(ψ), e(ψ)〉 = e−
1
2
||ψ||2 e−

1
2
||ψ||2 e〈ψ,ψ〉 = e−

1
2
||ψ||2 e−

1
2
||ψ||2 e||ψ||

2

= 1.

(iii) Siehe Rueff [29] bzw. Mahler in [14].

!

Die Glaubervektoren in F+(C) haben für ein α ∈ C die Form

e(α) = e−
1
2
|α|2

⊕

n∈N

αn

√
n!

= e−
1
2
|α|2 ·

(

1,α,
α2

√
2!
,
α3

√
3!
, . . .

)

, (1.11)

und für das Skalarprodukt ergibt sich mit α, β ∈ C

〈e(α), e(β)〉 = exp

{

αβ̄ −
1

2
|α|2 −

1

2
|β|2

}

. (1.12)

1.3 Operatoren auf dem symmetrischen Fockraum

1.3.1 Erzeuger und Vernichter auf F+(H): Für ϕ ∈ H definieren wir

An(ϕ) : H⊗n → H⊗n−1,ψ1 ⊗ · · ·⊗ ψn &→
√
n 〈ψ1,ϕ〉ψ2 ⊗ · · ·⊗ ψn (1.13)

und

An
+(ϕ) : H⊗n

+ → H⊗n−1
+ ,ψ &→ P n−1

+ An(ϕ)ψ. (1.14)

Es sei D := {(ψ0,ψ1, . . .) ∈ F+(H) :
∑

n n||ψn||2 < ∞}. Für (ψ0,ψ1, . . .) ∈ D sind dann

Ã(ϕ)(ψ0,ψ1, . . .) := (A1
+(ϕ)ψ1, A

2
+(ϕ)ψ2, . . .); (1.15)

Ã∗(ϕ)(ψ0,ψ1, . . .) := (0, A1
+(ϕ)

∗ψ0, A
2
+(ϕ)

∗ψ1, . . .) (1.16)

abschließbare Operatoren mit Abschlüssen A(ϕ) und A∗(ϕ). Es ist A(ϕ)∗ = A∗(ϕ) und
es gelten die kanonischen Vertauschungsrelationen (canonical commutation relations,
CCR)

[A(ϕ), A(ψ)] = [A∗(ϕ), A∗(ψ)] = 0; (1.17)
[A(ϕ), A∗(ψ)] = 〈ψ,ϕ〉 1l. (1.18)

www.floriankarsten.de



1.3 Operatoren auf dem symmetrischen Fockraum 9

Die Operatoren A(ϕ) und A∗(ϕ) heißen (Bosonen-)Vernichter und (Bosonen-)Erzeuger
für den Zustand ϕ.

Die Abbildung ϕ &→ A∗(ϕ) ist linear; die Abbildung ϕ &→ A(ϕ) ist antilinear, d. h., für
alle α, β ∈ C gilt

A∗(αϕ+ βψ) = αA∗(ϕ) + βA∗(ψ); (1.19)
A(αϕ+ βψ) = ᾱA(ϕ) + β̄A(ψ). (1.20)

1.3.2 Teilchenzahloperator auf F+(H): Der Operator

N(ϕ) := A∗(ϕ)A(ϕ) (1.21)

mit Definitionsbereich

D(N) :=

{

(ψ0,ψ1, . . .) ∈ F+(H) :
∑

n

n2||ψn||2 < ∞

}

(1.22)

heißt Teilchenzahloperator und mißt die Anzahl der Teilchen im Zustand ϕ.

1.3.3 Orts- und Impulsoperator auf F+(H): Die Operatoren

Q(ϕ) :=
1√
2
(A(ϕ) + A∗(ϕ)); P (ϕ) :=

1

i
√
2
(A(ϕ)− A∗(ϕ)) (1.23)

mit Definitionsbereich D(Q) = D(P ) := D(A) ∩ D(A∗) ⊇ D heißen Ortsoperator und
Impulsoperator für den Zustand ϕ. Für sie gilt die Vertauschungsrelation

[Q(ϕ), P (ψ)] = Re (〈ψ,ϕ〉) i1l. (1.24)

1.3.4 Feldoperatoren auf F+(H): Für jedes ϕ ∈ H definiert

Φ(ϕ) :=
1√
2
(A(ϕ) + A∗(ϕ)) (1.25)

einen Operator auf F+(H), den sogenannten Feldoperator mit Definitionsbreich D(Φ) =
D(A)∩D(A∗) ⊇ D. Er ist wesentlich selbstadjungiert, und sein Abschluß wird ebenfalls
mit Φ(ϕ) bezeichnet.

Die Abbildung ϕ &→ Φ(ϕ) ist über R linear, d. h.,

Φ(sϕ+ tψ) = sΦ(ϕ) + tΦ(ψ) ∀ s, t ∈ R. (1.26)

Für die Feldoperatoren gilt die Vertauschungsrelation

[Φ(ϕ),Φ(ψ)] = Im (〈ϕ,ψ〉) i1l. (1.27)
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10 Kapitel 1. Mathematische Grundlagen

Mit Hilfe von Feldoperatoren kann man Erzeuger, Vernichter, Orts- und Impulsope-
rator einheitlich darstellen:

Q(ϕ) = Φ(ϕ); P (ϕ) = Φ(iϕ); (1.28)

A(ϕ) =
1√
2
(Φ(ϕ) + iΦ(iϕ)); A∗(ϕ) =

1√
2
(Φ(ϕ)− iΦ(iϕ)). (1.29)

1.3.5 Weyloperatoren auf F+(H): Die Operatoren Q(ϕ) und P (ϕ) erzeugen für alle
s, t ∈ R durch

Us(ϕ) := eisP (ϕ); (1.30)

Vt(ϕ) := eitQ(ϕ) (1.31)

unitäre, stark-stetige (d. h. in der starken Operatortopologie stetige) Einparametergrup-
pen auf F+(H). Für diese gelten die sogenannten Weylrelationen

Us(ϕ)Vt(ϕ) = eist Vt(ϕ)Us(ϕ). (1.32)

Diese Relationen kann man auch noch allgemeiner behandeln: Für jedes ϕ ∈ H definiert
man einen unitären Weyloperator W (ϕ) durch

W (ϕ) := eiΦ(ϕ). (1.33)

Wiederum wird für t ∈ R durch

Wt(ϕ) := eiΦ(tϕ) = eitΦ(ϕ) (1.34)

eine unitäre, stark-stetige Einparametergruppe definiert, die ebenfalls die Weylrelationen
erfüllt:

Ws(ϕ)Wt(ϕ) = eistWt(ϕ)Ws(ϕ). (1.35)

Schreibt man diese Relationen mit Weyloperatoren, so gilt

W (ϕ)W (ψ) = ei
1
2
Im(〈ϕ,ψ〉)W (ϕ+ ψ); (1.36)

W (ϕ)W (ψ) = eiIm(〈ϕ,ψ〉) W (ψ)W (ψ). (1.37)

Ein Weyloperator W (ϕ) wirkt auf einen Glaubervektor e(ψ) durch

W (ϕ)e(ψ) = ei
1√
2
Re(〈ψ,ϕ〉) e

(

ψ + i
1√
2
ϕ

)

. (1.38)

Auf den Vakuumvektor Ω ∈ F+(H) wirkt der Weyloperator W (ϕ) durch

W (ϕ)Ω = e

(

i
1√
2
ϕ

)

, (1.39)
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1.3 Operatoren auf dem symmetrischen Fockraum 11

und es gilt
〈W (ϕ)Ω,Ω〉 = e−||ϕ||2/4. (1.40)

Umgekehrt läßt sich jeder Glaubervektor berechnen, indem man den entsprechenden
Weyloperator auf den Vakuumvektor anwendet:

e(ψ) = W
(

−i
√
2ψ

)

Ω. (1.41)

1.3.6 Die Operatoren in F+(C): Wir werden im folgenden die oben eingeführten
Operatoren vor allem im Spezialfall H = C benötigen.

Die Erzeuger und Vernichter in F+(C) ( #2(N) werden mit

A∗ := A∗(1); A := A(1) (1.42)

bezeichnet und haben folgende Form:

A∗ =










0
1 0√

2 0√
3 0

. . . . . .










; A =










0 1
0

√
2
0

√
3

0
. . .
. . .










. (1.43)

Ein Vektor, der den n-Teilchenraum beschreibt, ist ein komplexes Vielfaches des Vektors

xn = ( 0
︷ ︸︸ ︷

0−te Stelle

, . . . , 0, 1
︷ ︸︸ ︷

n−te Stelle

, 0, . . .)T . (1.44)

Erzeuger und Vernichter wirken auf xn folgendermaßen:

A∗(xn) =










0
1 0√

2 0√
3 0

. . . . . .










·












0
...
0
1
0
...












=












0
...
0
0√
n
...












=
√
n xn+1;

A(xn) =










0 1
0

√
2
0

√
3

0
. . .
. . .










·












0
...
0
1
0
...












=












0
...√

n− 1
0
0
...












=
√
n− 1 xn−1.

(1.45)
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12 Kapitel 1. Mathematische Grundlagen

Der Teilchenzahloperator N := N(1) in F+(C) ergibt sich damit zu

N = A∗A =










0
1

2
3

. . .










(1.46)

und wirkt auf xn wie folgt:

N(xn) =










0
1

2
3

. . .










·












0
...
0
1
0
...












=












0
...
0

(n− 1)
0
...












= (n− 1) xn. (1.47)

Im symmetrischen Fockraum F+(C) sind A∗ und A also die aus der Physik bekannten
Erzeuger und Vernichter und es gilt:

Q =
1√
2
(A+ A∗); P =

1

i
√
2
(A− A∗); (1.48)

A =
1√
2
(Q+ iP ); A∗ =

1√
2
(Q− iP ). (1.49)

Die Vertauschungsrelationen lauten hier also

[Q,P ] = i1l; (1.50)
[A,A∗] = 1l. (1.51)

Die Operatoren Q und P haben in F+(C) ( #2(N) die Gestalt

Q =
1√
2










0 1
1 0

√
2√

2 0
√
3

√
3 0

. . .
. . . . . .










; (1.52)

P =
1

i
√
2










0 1
−1 0

√
2

−
√
2 0

√
3

−
√
3 0

. . .
. . . . . .










. (1.53)
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1.3 Operatoren auf dem symmetrischen Fockraum 13

1.3.7 Die Wirkung von Erzeugern und Vernichtern auf Glaubervektoren: Der
Vernichter A wirkt auf einen Glaubervektor e(α) ∈ D(A) ⊆ F+(C) folgendermaßen:

Ae(α) = α e(α). (1.54)

Beweis:

Ae(α) =










0 1
0

√
2
0

√
3

0
. . .
. . .










· e−
1
2
|α|2 ·

(

1,α,
α2

√
2!
,
α3

√
3!
, . . .

)

= e−
1
2
|α|2 ·

(

α,
√
2
α2

√
2!
,
√
3
α3

√
3!
, . . .

)

= e−
1
2
|α|2 · α ·

(

1,α,
α2

√
2!
,
α3

√
3!
, . . .

)

= α · e(α).

(1.55)

!

Die Glaubervekoren e(α) sind also Eigenvektoren des Vernichters A zum Eigenwert α.
In der physikalischen Dirac-Notation (Feynman [38]) wird dieser Sachverhalt durch die
Gleichung

A |e(α)〉 = α |e(α)〉 (1.56)

ausgedrückt. Allerdings findet sich in physikalischen Texten auch noch die Gleichung

〈e(α)|A∗ = 〈e(α)| ᾱ, (1.57)

die als Eigenwertgleichung für den Erzeuger bezeichnet wird. Dies ist nicht richtig. Rich-
tig ist vielmehr, daß (1.57) ein adjungierter Ausdruck von (1.56) ist: Der Ausdruck 〈e(α)|,
ein sogenannter Bra-Vektor, ist das von e(α) erzeugte lineare Funktional 〈·, e(α)〉:

〈e(α)| : F+(C) ) e(β) &→ 〈e(β), e(α)〉 ∈ C. (1.58)

Dann entspricht 〈e(α)|A∗ der Verkettung 〈·, e(α)〉 ◦ A∗. Somit gilt

〈e(α)|A∗ ∼= 〈·, e(α)〉 ◦ A∗

= 〈A∗·, e(α)〉
= 〈·, A e(α)〉
= 〈·,α e(α)〉
= ᾱ 〈·, e(α)〉
∼= 〈e(α)| ᾱ.

(1.59)
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14 Kapitel 1. Mathematische Grundlagen

1.4 Spurklasseoperatoren im Hilbertraum

Es sei H ein Hilbertraum und B(H) die Menge der beschränkten, linearen Operatoren
auf H. Es sei B+(H) := {T ∈ B : T ≥ 0}.

1.4.1 Die Spur auf B+(H): Es sei (ei)i∈I eine Orthonormalbasis (ONB) von H. Wir
definieren die Abbildung tr durch

tr : B+(H) → [0,∞], T &→ tr {T} :=
∑

i∈I

〈Tei, ei〉 (1.60)

und nennen sie die Spur auf B+(H). Der Wert der Reihe ist unabhängig von der Wahl der
ONB von H (Reed und Simon [26], Abschnitt VI.6). Es gilt also tr {T} = tr {U∗TU}
für alle unitären Operatoren U ∈ B(H).

1.4.2 Die Spur auf T (H): Es sei

T (H) :=
{

T ∈ B(H) : tr
{√

T ∗T
}

< ∞
}

(1.61)

die Menge der Spurklasseoperatoren auf B(H). Für ein T ∈ T (H) heißt

||T ||tr := tr
{√

T ∗T
}

(1.62)

die Spurnorm von T .

1.4.3 Eigenschaften von Spurklasseoperatoren:

(i) Die Spurnorm || · ||tr ist eine Norm und (T (H), || · ||tr) ein Banachraum.

(ii) Es gilt ||T || ≤ ||T ||tr für alle T ∈ T (H).

(iii) Die Spur tr auf B+(H) läßt sich auf T (H) fortsetzen. Es sei (ei)i∈I eine ONB
von H. Wir definieren die Abbildung tr, die Spur auf T (H), durch

tr : T (H) → C, T &→ tr {T} :=
∑

i∈I

〈Tei, ei〉 . (1.63)

Die Reihe konvergiert absolut, und der Wert ist unabhängig von der Wahl der
ONB. Es ist |tr {T}| ≤ ||T ||tr für alle T ∈ T (H).

(iv) Ist T ≥ 0, so ist
√
T ∗T = T und |tr {T}| = ||T ||tr. Außerdem gilt

tr {TB} = tr {BT} für alle T ∈ T (H), B ∈ B(H). (1.64)
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1.4 Spurklasseoperatoren im Hilbertraum 15

(v) Es sei A ∈ B(H) fest, dann ist

T (H) → C, T &→ tr {AT} (1.65)

eine stetige Linearform auf (T (H), || · ||tr). Ist umgekehrt ϕ : T (H) → C eine
bezüglich der Spurnorm stetige Linearform, dann gibt es ein A ∈ B(H) mit

ϕ(T ) = tr {AT} (1.66)

für alle T ∈ T (H). Wegen ||A|| = ||ϕ|| := sup{|ϕ(T )| : T ∈ T (H), ||T ||tr ≤ 1} ist
B(H) = T (H)∗ der Dualraum von T (H).

Für weitere Eigenschaften der Spurklasseoperatoren und Beweise der obigen Aussagen
siehe Kümmerer [10] (Kapitel 2), Reed und Simon [26] (Abschnitt VI.6) und Par-
thasarathy [23].

1.4.4 Dichteoperatoren: Es seien für alle i ∈ N ϕi ∈ H, ||ϕi|| = 1, λi ≥ 0 und
∑

i λi = 1. Es sei Pϕi
die orthogonale Projektion auf ϕi. Dann konvergiert die Reihe

Φ :=
∑

i λiPϕi
in der Spurnorm und es gilt:

(i) Φ ∈ T (H),Φ ≥ 0, tr {Φ} = 1;

(ii) tr {ΦA} =
∑

i λi 〈Aϕi,ϕi〉 für alle A ∈ B(H).

Ist T ∈ T (H), T ≥ 0, tr {T} = 1, dann gibt es für alle i ∈ N Vektoren ψi ∈ H mit
||ψ|| = 1 und Zahlen µi ≥ 0 mit

∑

i µi = 1 so, daß T =
∑

i µiPψi
und die Reihe in der

Spurnorm konvergiert. Die ψi sind als orthonormal wählbar.

Der Operator Φ :=
∑

i λiPϕi
heißt Dichteoperator oder gemischter Zustand. Dichte-

operatoren sind also selbstadjungierte, positve, normierte Spurklasseoperatoren:

S(H) := {T ∈ T (H) : T ≥ 0, tr {T} = 1}. (1.67)

Für einen Dichteoperator T ∈ S(H) ist die Abbildung

ϕ : B(H) → C, A &→ ϕ(A) := tr {AT} (1.68)

ein positives, stetiges und lineares Funktional auf B(H) mit ϕ(1l) = 1. Es ist sogar
σ∗-stetig.

1.4.5 Lemma: Ist umgekehrt ϕ ein positives, stetiges und lineares Funktional auf B(H)
mit ϕ(1l) = 1, so existiert nur dann ein Dichteoperator T ∈ S(H) mit ϕ(A) = tr {AT}
für alle A ∈ B(H), wenn das Funktional außerdem noch normal ist, d. h., wenn es in der
σ∗-Operatortopologie stetig ist, oder äquivalent dazu ϕ(A) = supi ϕ(Ai), wenn Ai ↗ A.
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16 Kapitel 1. Mathematische Grundlagen

1.4.6 Geometrie der Dichteoperatoren: Die Dichteoperatoren bilden eine konvexe
Menge, d. h., wenn S und T Dichteoperatoren sind, dann ist für alle 0 < λ < 1 auch
λS + (1− λ)T ein Dichteoperator. Ein Extremalpunkt von S(H) ist ein Dichteoperator
R derart, daß aus R = λS + (1− λ)T folgt, daß R = S = T ist.

Die Extremalpunkte von S(H) heißen reine Zustände und haben die Form einer or-
thogonalen Projektion

Pψ : ϕ → 〈ϕ,ψ〉ψ, (1.69)

mit ψ ∈ H und ||ψ|| = 1.

Die orthogonale Projektion Pe(ψ) auf den Glaubervektor e(ψ) heißt auch kohärenter
Zustand. In physikalischen Texten findet man hierfür die Schreibweisen

|ψ〉 〈ψ| := |e(ψ)〉 〈e(ψ)| := Pe(ψ). (1.70)

Zum Beweis der Aussagen über Dichteoperatoren siehe Kümmerer [10] (Kapitel 2).

1.5 Klassische Zustände im symmetrischen Fockraum

Wir werden im folgenden den für diese Arbeit zentralen Begriff entwickeln, nämlich
den der klassischen Zustände. Wir werden dabei der Seminarausarbeitung von Böhrin-
ger [2] folgen, die sich ihrerseits an Davies [7] orientiert.

1.5.1 Lemma: Es sei A ∈ B(F+(Cn)). Dann ist die Abbildung

C
n → C : α &→ tr

{

APe(α)

}

(1.71)

stetig, beschränkt und positiv.

Beweis: Die Stetigkeit der Abbildung ist klar, da nur stetige Abbildungen verkettet
werden.

Die Beschränktheit gilt wegen

tr
{

APe(α)

}

≤ ||APe(α)||tr ≤ ||A|| · ||Pe(α)||tr = ||A||. (1.72)

Die Abbildung ist positiv, da mit A ≥ 0 gilt:

tr
{

APe(α)

}

= 〈Ae(α), e(α)〉 ≥ 0. (1.73)

!
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1.5.2 Lemma: Es sei µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Cn. Dann ist die Abbildung

Φµ : B(F+(C
n)) → C : A &→

∫

Cn

tr
{

APe(α)

}

dµ(α) (1.74)

ein positives, normiertes, normales und lineares Funktional.

Beweis: Die Existenz des Integrals liefern die Stetigkeit und Beschränktheit des Inte-
granden:

∣
∣
∣
∣

∫

Cn

tr
{

APe(α)

}

dµ(α)
∣
∣
∣
∣
≤

∫

Cn

∣
∣tr

{

APe(α)

}∣
∣ dµ(α)

≤
∫

Cn

||APe(α)||tr dµ(α)

≤ ||A||
∫

Cn

1 dµ(α)

= ||A||.

(1.75)

Die Linearität ergibt sich aus der Linearität der Spur.

Für die Positivität sei A ≥ 0, dann gilt:
∫

Cn

tr
{

APe(α)

}

dµ(α) =
∫

Cn

〈Ae(α), e(α)〉
︸ ︷︷ ︸

≥0

dµ(α) ≥ 0. (1.76)

Die Normiertheit ergibt sich aus der Tatsache, daß eine positive, stetige Linearform
ihre Norm auf der 1l annimmt:

||ϕ|| = ϕ(1l) =
∫

Cn

tr
{

1lPe(α)

}

dµ(α) =
∫

Cn

〈e(α), e(α)〉 dµ(α) =
∫

Cn

1 dµ(α) = 1.

(1.77)

Zum Beweis der Normalität sei (Ai)i∈I für eine Indexmenge I ein monoton fallendes
Netz mit inf i Ai = 0. Es sei o. B. d.A. Ai ≤ 1l ∀ i ∈ I. Behauptung: limi Φµ(Ai) = 0.

Wir definieren

fi : C
n → R+ : α &→ tr

{

AiPe(α)

}

= 〈Aie(α), e(α)〉 . (1.78)

Da Ai schwach gegen 0 konvergiert, gilt limi fi(α) = 0 ∀α ∈ Cn und o.B. d.A. fi ≤
1 ∀ i ∈ I. Außerdem sind die fi stetig, da sie Kompositionen stetiger Funktionen sind,
nämlich α &→ e(α) &→ 〈Aie(α), e(α)〉. Nach dem Satz von Dini gilt, daß fi auf jeder
kompakten Menge K ⊆ Cn sogar gleichmäßig gegen 0 konvergiert. Es sei nun ε ≥ 0 und
K ⊆ Cn so kompakt, daß

µ (Cn \K) ≤ ε/2. (1.79)
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18 Kapitel 1. Mathematische Grundlagen

Wegen der gleichmäßigen Konvergenz von fi auf K folgt: Es gibt ein i0 ∈ I so, daß für
alle i ≥ i0

fi|K ≤ ε/2. (1.80)

Somit gilt für alle i ≥ i0

∫

Cn

fi(α) dµ(α) =
∫

K

fi(α)
︸ ︷︷ ︸

≤ε/2

dµ(α) +
∫

Cn\K
fi(α)
︸ ︷︷ ︸

≤1

dµ(α)

≤ ε/2µ(K) + µ(Cn \K)

≤ ε/2 + ε/2

= ε

(1.81)

!

Da die Abbildung Φµ ein positives, normiertes und normales lineares Funktional ist,
existiert nach Lemma 1.4.5 ein Dichteoperator * ∈ S(F+(Cn)) so, daß ϕ(A) = tr {*A}.
Damit lassen sich nun die klassischen Zustände definieren:

1.5.3 Satz und Definition: (klassische Zustände) Es sei µ ein Wahrscheinlichkeits-
maß auf Cn und Φµ wie oben definiert. Dann existiert ein *µ ∈ S(F+(Cn)) mit

Φµ(T ) = tr {*µT} (1.82)

für alle T ∈ B(F+(Cn)). Die so gewonnenen Zustände *µ schreibt man abkürzend als

*µ :=

∫

Cn

Pe(α) dµ(α) (1.83)

und nennt sie klassische Zustände.

Beweis: Der Beweis ist eine Anwendung von Lemma 1.4.5. !

1.5.4 Geometrie der klassischen Zustände: Abbildung 1.1 zeigt eine optische Hil-
festellung für die Geometrie der klassischen Zustände. Die klassischen Zustände bilden
eine konvexe Teilmenge des Zustandsraumes S(F+(Cn)).
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Zustände

Zustände

reine klassische
Zustände Pe(α)

reine Zustände

reine Zustände

klassische Zustände
*µ =

∫

Cn Pe(α) dµ(α)

Abbildung 1.1: Die Geometrie der Zustände auf dem symmetrischen Fockraum

Ein reiner (klassischer) Zustand auf F ist ein klassischer Zustand, der die Form Pe(α)

für ein α ∈ Cn besitzt. Die reinen klassischen Zustände sind also genau die kohärenten
Zustände. Man kann sich klassische Zustände also auch als kontinuierliche Konvexkom-
binationen von kohärenten Zuständen vorstellen.
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Kapitel 2

P-Darstellung

Wir werden im folgenden die Aussagen über die Quasi-Wahrscheinlichkeitsdarstellungen,
wie sie in vielen Physikbüchern zu finden sind, mathematisch formulieren. Die rein phy-
sikalische Formulierung kann man recht übersichtlich z. B. in Gardiner [63], Carmi-
chael [61] oder in Cahill und Glauber [60] nachlesen. Die erste Quasi-Wahrschein-
lichkeitsdarstellung, mit der wir uns beschäftigen werden, ist die P-Darstellung, die sich
fast automatisch aus unseren mathematischen Vorüberlegungen ergibt.

2.1 Definition und Eigenschaften

Eine typische, physikalische Definition der P-Darstellung findet sich in Gardiner [63]:

„The density operator corresponding to a coherent state |α〉 is
of course given by |α〉 〈α|. It might happen that the variable α
is not well defined, and we may wish to consider an ensemble
of coherent states; that is, we may want to consider a density
operator of the form

* =

∫

d2α P (α,α∗) |α〉 〈α| .“

Diese Darstellung von Dichteoperatoren als Konvexkombination kohärenter Zustände
mittels Gewichtungsfunktion P (α,α∗) heißt P-Darstellung oder nach ihren „Entdeckern“
Glauber-Sudarshan-Darstellung. Glauber [67] und Sudrashan [80] haben 1963 unab-
hängig voneinander gezeigt, daß eine solche Darstellung für eine große Klasse von Dich-
teoperatoren * existiert. Klauder et al. [72] zeigten 1965, daß die P-Darstellung sogar
für jedes * existiert, wenn man für P (α,α∗) auch verallgemeinerte Funktionen zuläßt.
Dieser Aussage muß jedoch aus mathematischer Sicht mit Skepsis begegnet werden.
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Bevor wir die P-Darstellung mathematisch formulieren können, müssen wir zunächst
die einzelnen Begriffe aus der physikalischen Sprache, wie sie sich im obigen Zitat findet,
in die Sprache der Mathematik übersetzen: Die kohärenten Zustände |α〉 entsprechen
den Glaubervektoren e(α) ∈ F+(C). Der zugehörige Dichteoperator |α〉 〈α| ist der reine
klassische Zustand Pe(α), d. h. die orthogonale Projektion auf den Glaubervektor e(α).
Mit d2α wird die Integration über die komplexe Ebene bezeichnet.

Damit und mit der Definition der klassischen Zustände kann man die P-Darstellung
nun mathematisch folgendermaßen formulieren:

2.1.1 Definition: (P-Darstellung) Es seien H = C, * ∈ S(F+(C)) ein Zustand auf
dem symmetrischen Fockraum F+(C) und µp ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf den Bo-
relmengen von C. Falls * sich als

* =

∫

C

Pe(α) dµp(α) (2.1)

schreiben läßt, dann nennt man diese Darstellung P-Darstellung. Der Index p des Ma-
ßes µ zeigt an, daß es sich um das zur P-Darstellung gehörende Maß handelt.

Falls das Maß µp eine Dichte p(α) ∈ L1(C,λ) bezüglich des Lebesguemaßes λ besitzt,
d. h., dµp(α) = p(α) dλ(α), dann läßt sich der Zustand * folgendermaßen schreiben:

* =

∫

C

p(α) Pe(α) dλ(α). (2.2)

Man nennt die Funktion p(α) dann die P-Funktion.

2.1.2 Bemerkung: Diese Darstellung läßt sich nur in Zusammenhang mit der Defini-
tion der klassischen Zustände aus Satz 1.5.3 verstehen: Der Ausdruck

* =

∫

C

Pe(α) dµp(α)

isteineKurzschreibweisefürdieGleichungtr {T*} =

∫

C

tr
{

TPe(α)

}

dµp(α).
(2.3)

mit T ∈ B(F+(C)). Alle weiteren Gleichungen von dieser Bauart müssen wir dementspre-
chend mit Hilfe der Spur lesen. Außerdem kann man erkennen, daß gerade die klassischen
Zustände diejenigen Zustände sind, für die eine P-Darstellung existiert.

2.1.3 Unterschied zur Physik: In den physikalischen Texten (z. B. Gardiner [63],
Carmichael [61]) ist in der Regel nur von P-Funktionen die Rede. Der Fall, daß das
Maß gar keine Dichte bestitzt, wird übergangen. Selbst in Fällen, in denen aus mathe-
matischer Sicht nur ein Ausdruck mit einem Maß sinnvoll ist, stehen in Physikbüchern
noch P-Funktionen, die aber eigentlich keine mehr sind. Siehe hierzu auch Beispiel 2.2.1
weiter unten.
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2.1.4 Proposition: Die P-Funktion ist normiert, d. h.,
∫

C

p(α) dλ(α) = 1. (2.4)

Dies entspricht der Normierung einer klassischen Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beweis: Da * ein Zustand ist, gilt tr {*} = 1. Damit ergibt sich:

1 = tr {*} = tr {*1l} =

∫

C

p(α) tr
{

Pe(α)1l
}

︸ ︷︷ ︸

=1

dλ(α) =
∫

C

p(α) dλ(α). (2.5)

!

2.1.5 Erwartungswerte normal geordneter Produkte: Es seien A∗ und A die Er-
zeuger und Vernichter auf F+(C). Dann gilt mit r, s ∈ N:

tr {(A∗)rAs*} =

∫

C

ᾱrαs dµp(α), (2.6)

d. h., die Erwartungswerte normal geordneter Produkte von Erzeugern und Vernichtern
sind einfach Momente der P-Darstellung. Dabei bedeutet normal geordnet, daß alle Po-
tenzen von A∗ links von allen Potenzen von A stehen.

Dies ist die für die Physik entscheidende Eigenschaft. Wann immer Erwartungswer-
te normal geordneter Produkte von Operatoren von Bedeutung sind, liefert die P-
Darstellung eine einfache Möglichkeit, diese zu berechnen. Ein wichtiges Beispiel hierfür
ist die Quantenoptik, in der normal geordnete Produkte eine wichtige Rolle spielen und
dementsprechend von der P-Darstellung sehr häufig Verwendung gemacht wird (siehe
z. B. Scully und Zubairy [81], Walls und Milburn [82]).

Beweis: Aus der Definition der Glaubervektoren auf F+(C) ( #2(N),

e(α) := e−
1
2
|α|2 ·

(

1,α,
α2

√
2!
,
α3

√
3!
, . . .

)

, (2.7)

ergibt sich die orthogonale Projektion Pe(α) zu
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Pe(α) = e−|α|2 ·











1 ᾱ ᾱ2
√
2

ᾱ3
√
6

· · ·
α ᾱα ᾱα2

√
2

ᾱα3
√
6

· · ·
α2
√
2

ᾱ2α√
2

ᾱ2α2

2
ᾱ2α3
√
6

· · ·
α3
√
6

ᾱ3α√
6

ᾱ3α2

2
√
3

ᾱ3α3

6 · · ·
...

...
...

... . . .











. (2.8)

Damit haben die Produkte APe(α) und Pe(α)A∗ die Form

APe(α) = e−|α|2 ·













0 1
0

√
2
0

√
3
0

√
4

0
. . .
. . .













·











1 ᾱ ᾱ2
√
2

ᾱ3
√
6

· · ·
α ᾱα ᾱα2

√
2

ᾱα3
√
6

· · ·
α2
√
2

ᾱ2α√
2

ᾱ2α2

2
ᾱ2α3
√
6

· · ·
α3
√
6

ᾱ3α√
6

ᾱ3α2

2
√
3

ᾱ3α3

6 · · ·
...

...
...

... . . .











= e−|α|2 ·











α α2 α3
√
2

α4
√
6

· · ·
ᾱα ᾱα2 ᾱα3

√
2

ᾱα4
√
6

· · ·
ᾱ2α√

2
ᾱ2α2
√
2

ᾱ2α3

2
ᾱ2α4
√
6

· · ·
ᾱ3α√

6
ᾱ3α2
√
6

ᾱ3α3

2
√
3

ᾱ3α4

6 · · ·
...

...
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... . . .











= αPe(α);

(2.9)

Pe(α)A
∗ = e−|α|2 ·











1 ᾱ ᾱ2
√
2

ᾱ3
√
6

· · ·
α ᾱα ᾱα2

√
2

ᾱα3
√
6

· · ·
α2
√
2

ᾱ2α√
2
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2
ᾱ2α3
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6

· · ·
α3
√
6

ᾱ3α√
6

ᾱ3α2

2
√
3

ᾱ3α3

6 · · ·
...

...
...

... . . .











·












0
1 0√

2 0√
3 0√

4 0
. . . . . .












= e−|α|2 ·











ᾱ ᾱα ᾱα2
√
2

ᾱα3
√
6

· · ·
ᾱ2 ᾱ2α ᾱ2α2

√
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ᾱ2α3
√
6

· · ·
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√
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ᾱ3α√
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ᾱ3α2
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· · ·
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√
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ᾱ4α√
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ᾱ4α2

2
√
3

ᾱ4α3
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









= ᾱPe(α).

(2.10)
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Mit Hilfe dieser Wirkungen können wir nun den Erwartungswert von (A∗)rAs berechnen:

tr {(A∗)rAs*} =

∫

C

tr
{

(A∗)rAsPe(α)

}

dµp(α)

(∗)
=

∫

C

tr
{

AsPe(α)(A
∗)r

}

dµp(α)

(2.9)
=

∫

C

αs tr
{

Pe(α)(A
∗)r

}

dµp(α)

(2.10)
=

∫

C

αsᾱr tr
{

Pe(α)

}

︸ ︷︷ ︸

=1

dµp(α)

=

∫

C

αsᾱr dµp(α)

(2.11)

Bei der Identität (∗) haben wir die Invarianz der Spur unter zyklischer Permutation
verwendet.

Eine weitere Möglichkeit, diesen Beweis zu führen, liefert die Wirkung des Vernichters
auf die Glaubervektoren aus Gleichung (1.56):

tr {(A∗)rAs*} =

∫

C

tr
{

(A∗)rAsPe(α)

}

dµp(α)

=

∫

C

〈(A∗)rAse(α), e(α)〉 dµp(α)

=

∫

C

〈Ase(α), Are(α)〉 dµp(α)

(1.56)
=

∫

C

αs 〈e(α), Are(α)〉 dµp(α)

(1.56)
=

∫

C

αsᾱr 〈e(α), e(α)〉
︸ ︷︷ ︸

=1

dµp(α)

=

∫

C

αsᾱr dµp(α)

(2.12)

!

2.1.6 Unterschied zur Physik: In Physikbüchern steht diese Aussage nur für die
P-Funktion:

tr {(A∗)rAs*} =

∫

C

p(α) ᾱrαs dλ(α), (2.13)

d. h., die Erwartungwerte normal geordneter Operatoren werden als Momente der P-Funk-
tion verstanden.
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2.2 Beispiele

2.2.1 Reiner Zustand: Für einen reinen Zustand der Form Pe(β) lautet die P-Darstel-
lung

Pe(β) =

∫

C

Pe(α) dβ(α) (2.14)

mit dem Punktmaß dβ(α).

Viele Physikbücher geben auch für einen reinen Zustand eine „P-Funktion“ an, nämlich
die Delta-Funktion

p(α) = δ(α− β) =

{

∞ falls β = α,

0 sonst
;

∫

C

δ(α) dµ(α) = 1, (2.15)

doch diese ist nach unserer Definition keine Dichte bezüglich des Lebesguemaßes. Eine
Delta-Funktion als P-Funktion müssen wir also als Punktmaß an der entsprechenden
Stelle lesen.

2.2.2 Gibbs-Zustand: In diesem Beispiel geht es um Gleichgewichtszustände. Befindet
sich ein System mit konstanter Gesamtenergie in einem thermischen Gleichgewicht, so
kann man dieses System durch den sogenannten Gibbs-Zustand beschreiben.

Jetzt könnte man sich dafür interessieren, wie groß die Wahrscheinlichkeit dafür ist,
daß sich ein Einzelsystem in einem bestimmten Energiezustand befindet. Um dies zu
beantworten, kann man sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung anschauen, die zu diesem
Gibbs-Zustand gehört. Ein wichtiges, bekanntes Beispiel für solche Verteilungen ist die
Energieverteilung der Wärmestrahlung, also das Planck’sche Strahlungsgesetz. Wie sieht
also die zum Gibbs-Zustand gehörige Wahrscheinlichkeitsverteilung aus?

2.2.3 Definition: Der Hilbertraum des harmonischen Oszillators der Energie !ω ist
F+(C) ( #2(N). Es wird !ω = 1 gesetzt. Der Gibbs-Zustand *(β) auf S(F+(C)) zur
inversen Temperatur β = 1/kT (k ist die Boltzmann-Konstante, T die absolute Tempe-
ratur) wird definiert durch

*(β) :=
e−βdΓ+(S)

tr {e−βdΓ+(S)}
, (2.16)

wobei dΓ+(S) die 2. (symmetrische) Quantisierung 2. Art des Einteilchenoperators S = 1l
bezeichnet.

Für S = 1l lautet die n-te Stufe der 2. Quantisierung

(dΓ+(S))n = (S ⊗ 1l ⊗ · · ·⊗ 1l) + (1l ⊗ S ⊗ 1l ⊗ · · ·⊗ 1l) + · · ·+ (1l ⊗ · · ·⊗ 1l ⊗ S)

= n 1l⊗n. (2.17)
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Der Operator dΓ+(S) lautet demnach in Diagonalgestalt

(dΓ+(S))mn = n δmn. (2.18)

Damit gilt

tr
{

e−βdΓ+(S)
}

=
∞
∑

n=0

e−nβ =
∞
∑

n=0

(

e−β
)n

=
1

1− e−β
. (2.19)

Also sieht die Matrix des Gibbs-Zustandes *(β) folgendermaßen aus:

*(β) =
(

1− e−β
)










1
e−β

e−2β

e−3β

. . .










. (2.20)

Die Matrixelemente dieser Matrix lauten

(*(β))mn = δmn

(

1− e−β
)

e−nβ. (2.21)

2.2.4 Satz: Der Gibbs-Zustand *(β) mit den Matrixelementen

(*(β))mn = δmn

(

1− e−β
)

e−nβ (2.22)

ist der klassische Zustand auf F+(C) ( #2(N), zu dem die Gauß’sche Wahrscheinlich-
keitsverteilung, d. h. die P-Funktion

p(x, y) =
1

π

(

eβ − 1
)

exp
{

−
(

eβ − 1
) (

x2 + y2
)}

, (2.23)

auf R2 gehört.

Beweis: Es sei {ej : ej(k) = δjk} eine Orthonormalbasis des #2(N). Für α ∈ C seien
x := Re (α) und y := Im (α). Es sei * der klassische Zustand

* =

∫

R2

p(x, y) Pe(α) dx dy (2.24)

mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung

p(x, y) :=
1

2π
a exp

{

−
1

2
a
(

x2 + y2
)
}

; a ∈ R. (2.25)

Die n-te Komponente des Glaubervektors e(α) lautet

(e(α))n = e−
1
2
|α|2 1√

n!
αn. (2.26)
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Damit ergibt sich für die Matrixelemente des klassischen Zustandes

〈* em, en〉 =
∫

R2

1

2π
a exp

{

−
1

2
a
(

x2 + y2
)
}

〈e(α), en〉 〈em, e(α)〉 dx dy

=
1

2π
a

∫

R2

exp

{

−
1

2
a
(

x2 + y2
)
}

(e(ᾱ))n(e(α))m dx dy

=
1

2π
a

∫

R2

exp

{

−
1

2
a
(

x2 + y2
)
}

e−
1
2
|α|2 1√

n!
ᾱn e−

1
2
|α|2 1√

m!
αm dx dy

=
1

2π
a

1√
n!

1√
m!

∫

R2

exp

{

−
1

2
a
(

x2 + y2
)
}

e−|α|2ᾱnαm dx dy.

(2.27)

Eine Transformation auf Polarkoordinaten mit r2 = x2 + y2 und α = r · eiϕ liefert

〈* em, en〉 =
1

2π
a

1√
n!

1√
m!

∫ ∞

0

∫ 2π

0

exp

{

−
1

2
ar2

}

e−r2
(

r · e−iϕ
)n (

r · eiϕ
)m

r dϕ dr

=
1

2π
a

1√
n!

1√
m!

∫ ∞

0

∫ 2π

0

e−r2(1+ a
2 ) · rn · rm · r · eiϕ(m−n) dϕ dr

= δmn
1

2π
a

1√
n!

1√
n!

2π

∫ ∞

0

e−r2(1+ a
2) · r2n+1 dr

= δmn a
1

n!

∫ ∞

0

e−r2(1+ a
2 ) · r2n+1 dr

︸ ︷︷ ︸

Bronstein [4] 1.1.3.4.2

= δmn a
1

n!

[
n!

2

(

1 +
a

2

)−n−1
]

= δmn
1

2
a
(

1 +
a

2

)−n−1

.

Dies ist

= δmn

(

1− e−β
)

e−nβ,

wenn

a = 2
(

eβ − 1
)

.
(2.28)
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung lautet damit

p(x, y) =
1

2π
a exp

{

−
1

2
a
(

x2 + y2
)
}

=
1

2π
2
(

eβ − 1
)

exp

{

−
1

2
2
(

eβ − 1
) (

x2 + y2
)
}

=
1

π

(

eβ − 1
)

exp
{

−
(

eβ − 1
) (

x2 + y2
)}

.

(2.29)

Die P-Funktion ist also die Gauß’sche Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R2, wie sie in
Abbildung 2.1 zu sehen ist. !

Abbildung 2.1: P-Funktion des Gibbs-Zustandes

2.2.5 Teilchenzahl-Zustand: Der Teilchenzahl-Zustand |n〉 〈n| = P|n〉 ist die orthogo-
nale Projektion auf den Eigenzustand |n〉 des Teilchenzahloperators N zum Eigenwert n:

N |n〉 = n |n〉 . (2.30)

Für den Teilchenzahl-Zustand findet sich in physikalischen Texten regelmäßig auch eine
„P-Funktion“, die folgendermaßen angegeben wird:

p(α) =
1

n!
e|α|

2

(
∂2

∂α∂α∗

)n

δ2(α). (2.31)
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Allerdings gibt es kein Wahrscheinlichkeitsmaß, zu dem eine solche Verteilungsfunktion
gehören würde. Selbst mit gemäßigten Distributionen existiert keine P-Darstellung für
Teilchenzahl-Zustände (Walls und Milburn [82]). Dies gilt auch für gequetschte Zu-
stände (squeezed states). Mit anderen Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen, um die es
in den nachfolgenden Kapiteln gehen wird, kann man diese Zustände jedoch beschreiben.

2.3 Quantencharakteristische Funktion

Es gibt noch einen weiteren Zugang zur P-Darstellung, den man mittels der sogenann-
ten quantencharakteristischen Funktion erhält. Dieser Zugang wird uns sowohl bei der
Wigner-Darstellung (siehe Kapitel 3) und der Q-Darstellung (Kapitel 4) als auch bei der
verallgemeinerten Darstellung (Kapitel 5) wieder begegnen.

Das größte Problem bei der quantencharakteristischen Funktion ist, daß sie in ver-
schiedenen Büchern auf unterschiedliche aber dennoch ähnliche Art und Weise eingeführt
wird. Dies zwingt uns, nur eine Variante zu benutzen, da ein Umrechnen zweier verschie-
dener Zugänge ineinander recht unübersichtlich ist. Wir werden die Formeln verwenden,
die sich in den klassischen Texten von Wigner [83] und Cahill und Glauber [60],
aber auch in der recht übersichtlichen Zusammenfassung von Lee [74] finden.

Für die P-Darstellung verwendet man die normal geordnete quantencharakterische
Funktion, die in physikalischen Texten für ein z ∈ C folgendermaßen definiert wird:

χN(z) := tr
{

ezA
∗

e−z̄A *
}

. (2.32)

Der Index N steht hierbei für normal geordnet.

Da A∗ und A unbeschränkte, nicht selbstadjungierte Operatoren sind, machen die
Ausdrücke eA

∗
und eA eigentlich keinen Sinn. Man kann sie jedoch mit Hilfe der Baker-

Hausdorff-Formel in folgenden sinnvollen Ausdruck umwandeln:

ezA
∗

e−z̄A = ezA
∗−z̄A · e

1
2
[zA∗,−z̄A]

= ezA
∗−z̄A · e−

1
2
|z|2[A∗,A]

= ezA
∗−z̄A · e−

1
2
|z|2(−1l)

= ezA
∗−z̄A · e

1
2
|z|2

(2.33)

Nun läßt sich die quantencharakteristische Funktion wie folgt definieren:

2.3.1 Definition: Es seien * ein klassischer Zustand, A∗ der Erzeuger, A der Vernichter
und Φ der Feldoperator auf F+(C). Dann heißt für z ∈ C

χN(z) := tr
{

ezA
∗−z̄A · e

1
2
|z|2 *

}

= tr
{

eiΦ(−i
√
2z) · e

1
2
|z|2 *

} (2.34)
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2.3 Quantencharakteristische Funktion 31

die normal geordnete quantencharakterische Funktion zum Zustand *.

Diese quantencharakteristische Funktion – später werden wir noch weiteren begeg-
nen – ist eine Art Fouriertransformierte des zur P-Darstellung gehörenden Maßes µp(α),
bzw. der P-Funktion p(α), falls diese existiert. Eine Art Fouriertransformierte bedeutet,
daß in physikalischen Texten eine Transformation durchgeführt wird, die zwar als Fou-
riertransformation bezeichnet wird, der mathematischen Fouriertransformation jedoch
allenfalls ähnelt. Die Transformationen lauten folgendermaßen:

χN(z) =

∫

C

ezᾱ−z̄α dµp(α)

bzw. χN(z) =

∫

C

ezᾱ−z̄α p(α) dλ(α);
(2.35)

µp(α) =
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ χN(z) dλ(z)

bzw. p(α) =
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ χN(z) dλ(z).
(2.36)

Näheres zu diesen Transformationen (man nennt sie auch Fourier-Weyl-Transforma-
tionen) und ihren Zusammenhang mit Fouriertransformationen findet man in Wer-
ner [55].

Beweis: Gleichung (2.35) ergibt sich folgendermaßen:

χN(z) := tr
{

ezA
∗−z̄A · e

1
2
|z|2 *

}

= tr
{

ezA
∗−z̄A · e

1
2
|z|2

∫

C

Pe(α) dµp(α)

}

.

Nach Satz 1.5.3 ist dies

=

∫

C

tr
{

ezA
∗−z̄A · e

1
2
|z|2 Pe(α)

}

dµp(α).

Wir verwenden die Linearität des Erzeugers und die Antilinearität des Vernichters:

=

∫

C

tr
{

eA
∗(z)−A(z) · e

1
2
|z|2 Pe(α)

}

dµp(α)

=

∫

C

tr
{

e−i
√
2Φ(iz) · e

1
2
|z|2 Pe(α)

}

dµp(α)

=

∫

C

tr
{

eiΦ(−i
√
2z) · e

1
2
|z|2 Pe(α)

}

dµp(α).
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32 Kapitel 2. P-Darstellung

Dies läßt sich als Weyloperator schreiben:

=

∫

C

tr
{

W
(

−i
√
2z

)

· e
1
2
|z|2 Pe(α)

}

dµp(α)

=

∫

C

e
1
2
|z|2

〈

W
(

−i
√
2z

)

e(α), e(α)
〉

dµp(α).

Das folgende ist die Wirkung des Weyloperators auf den Glaubervektor:

=

∫

C

e
1
2
|z|2

〈

ei/
√
2Re(〈α,−i

√
2z〉) e(α + z), e(α)

〉

dµp(α)

=

∫

C

e
1
2
|z|2 〈

eiIm(〈z,α〉) e(α + z), e(α)
〉

dµp(α).

Das Skalarprodukt zweier Glaubervektoren liefert:

=

∫

C

e
1
2
|z|2 eiIm(〈z,α〉) 〈e(α + z), e(α)〉 dµp(α)

=

∫

C

e
1
2
|z|2 eiIm(〈z,α〉) e−

1
2
|(α+z)−α|2+iIm(〈α+z,α〉) dµp(α)

=

∫

C

e
1
2
|z|2 eiIm(〈z,α〉) e−

1
2
|z|2+iIm(〈α+z,α〉) dµp(α)

=

∫

C

eiIm(〈z,α〉) eiIm(〈α,α〉)+iIm(〈z,α〉) dµp(α)

=

∫

C

eiIm(〈z,α〉) eiIm(〈z,α〉) dµp(α)

=

∫

C

e2iIm(〈z,α〉) dµp(α)

=

∫

C

e〈z,α〉−〈α,z〉 dµp(α)

=

∫

C

ezᾱ−z̄α dµp(α).

Gleichung (2.36) folgt nach einer ähnlichen Rechnung. !

2.3.2 Der Wechsel in den Ort-Impuls-Phasenraum: Aus mathematischer Sicht ist
eine echte Fouriertransformation der Form

f(y) =
1

4π2

∫

R2

e−i〈y,x〉f(x)dx (2.37)

sinnvoller als obige Transformation, da von ersterer viel mehr Eigenschaften bekannt
sind und man sie deshalb viel besser handhaben kann. Man kann auf eine mathemati-
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2.3 Quantencharakteristische Funktion 33

sche Fouriertransformation kommen, indem man die für die Quantenoptik übliche kom-
plexe α-Ebene mit den Operatoren A und A∗ verläßt und stattdessen im Ort-Impuls-
Phasenraum der Quantenmechanik arbeitet, d. h. in der reellen (x, y)-Ebene mit den
Operatoren Q und P . Die beiden Ebenen hängen durch

x =
1√
2
(α + ᾱ); y =

1

i
√
2
(α− ᾱ); (2.38)

α =
1√
2
(x+ iy); ᾱ =

1√
2
(x− iy) (2.39)

und durch

Q =
1√
2
(A+ A∗); P =

1

i
√
2
(A−A∗); (2.40)

A =
1√
2
(Q+ iP ); A∗ =

1√
2
(Q− iP ) (2.41)

zusammen. Eine optische Hilfestellung dieser Transformationen bietet Abbildung 2.2.

P

A

Q

A∗

Im(α)

Re(α)

1 x

y

Abbildung 2.2: α-Ebene und Phasenraum – Eine optische Hilfestellung
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34 Kapitel 2. P-Darstellung

Die P-Funktion p(α) in der α-Ebene hängt mit der P-Funktion p̃(x, y) im Phasenraum
über die Normierung

1 =

∫

C

p(α) dλ(α) =
∫

R2

p̃(x, y) dx dy (2.42)

zusammen, wobei dλ(α) = 1
2 dx dy. Daraus ergibt sich

p̃(x, y) =
1

2
p

(
1√
2
(x+ iy)

)

; (2.43)

p(α) = 2 p̃

(
1√
2
(α + ᾱ),

1

i
√
2
(α− ᾱ)

)

. (2.44)

Für die normal geordnete quantencharakterische Funktion χ̃N(ξ, η) auf dem Phasenraum
ergibt sich mit Hilfe der Transformationen

z =
1√
2
(iξ − η); z̃ =

−1√
2
(iξ + η); (2.45)

ξ =
i√
2
(z̃ + z); η =

−1√
2
(z̃ + z) (2.46)

die Beziehung zu χN(z) durch

χ̃N(ξ, η) = χN

(
1√
2
(iξ − η)

)

= tr
{

eiξQ+iηP · e
1
4
(ξ2+η2) *

}

.

(2.47)

Die Umkehrung lautet

χN(z) = χ̃N

(
i√
2
(z̃ + z),

−1√
2
(z̃ + z)

)

= tr
{

ezA
∗−z̄A · e

1
2
|z|2 *

}

.

(2.48)

Dies gilt wegen (2.41), (2.45) und auf Grund der Identitäten

zA∗ − z̄A =
1√
2
(iξ − η)A∗ −

1√
2
(−iξ − η)A

=
1√
2
(iξ − η)

(
1√
2
(Q− iP )

)

−
1√
2
(−iξ − η)

(
1√
2
(Q + iP )

)

=
1

2
[(iξ − η)(Q− iP ) + (iξ + η)(Q+ iP )]

=
1

2
[2iξQ− 2iηP ]

= iξQ− iηP

(2.49)
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2.3 Quantencharakteristische Funktion 35

sowie wegen
e

1
4
(ξ2+η2) = e

1
2
|z|2. (2.50)

Nun kann man die Beziehung zwischen normal geordneter quantencharakteristischer
Funktion und P-Funktion durch eine echte Fouriertransformation auf dem Phasenraum
formulieren:

p̃(x, y) =
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃N(ξ, η) dξ dη

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) tr
{

eiξQ+iηP · e
1
4
(ξ2+η2) *

}

dξ dη.
(2.51)

Und umgekehrt:

χ̃N(ξ, η) =

∫

R2

ei(ξx+ηy) p̃(x, y) dx dy. (2.52)

Eine Übersicht über die beiden Darstellungen (α-Ebene ↔ (x, y)-Ebene) findet sich in
Abbildung 2.3. Beide Darstellung finden sich auch in der physikalischen Literatur, z. B.
in Lee [74] und Luisell [77].

komplexe α-Ebene Ort-Impuls-Phasenraum

α ∈ C (x, y) ∈ R2

A,A∗ P,Q

∫

C
. . .dλ(α)

∫

R2 . . .dx dy

p(α) p̃(x, y)

χN(z) = tr
{

ezA
∗−z̄A · e 1

2
|z|2 *

}

χ̃N(ξ, η) = tr
{

eiξQ+iηP · e 1
4
(ξ2+η2) *

}

p(α) = 1
π2

∫

C
ez̄α−zᾱ χN(z) dλ(z) p̃(x, y) = 1

4π2

∫

R2 e−i(ξx+ηy) χ̃N(ξ, η) dξ dη

Abbildung 2.3: Vergleich der α-Ebene mit dem Ort-Impuls-Phasenraum

2.3.3 (Quanten-)Charakteristische Funktion und Momente: Nun kann man auch
erklären, weshalb die quantenchakteristische Funktion als normal geordnet bezeichnet
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36 Kapitel 2. P-Darstellung

wird. In der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie werden charakteristische Funktionen
c(k) als Fouriertransformierte von Wahrscheinlichkeitsdichten d(x) definiert:

c(k) =

∫

R

eikx d(x) dx. (2.53)

Aus der charakteristischen Funktion können durch Ableiten die Momente von d(x) ge-
wonnen werden:

dn

dkn
c(k)

∣
∣
∣
∣
k=0

= (−i)n
∫

R

xn d(x) dx. (2.54)

Dasselbe kann man in der Quantenwahrscheinlichkeitstheorie tun: Die normal geord-
nete quantencharakteristische Funktion χN(z) ist die Fouriertransformierte der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung p(α). Sie heißt normal geordnet, da ihre Ableitung gerade die
Erwartungswerte normal geordneter Produkte von Operatoren liefert:

tr {(A∗)rAs*} =
∂r+s

∂zr∂z̄s
χN(z)

∣
∣
∣
∣
z=0

=
∂r+s

∂zr∂z̄s
tr

{

ezA
∗−z̄A · e

1
2
|z|2 *

}
∣
∣
∣
∣
z=0

=

∫

C

ᾱrαs p(α) dλ(α).

(2.55)

Die dabei verwendeten Ableitungen ∂
∂z und ∂

∂z̄ sind die sogenannten Wirtingerablei-
tungen. Setzt man z := x+ iy, so gelten die Identitäten

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)

; (2.56)

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

. (2.57)

Man kann daher so tun, ab ob z und z̄ unabhängige Variablen wären und formal nach
ihnen ableiten. Eine schöne, übersichtliche Darstellung der Wirtingerableitungen findet
sich in Mahler [78].

Für anders geordnete Produkte gibt es entsprechende quantencharakteristische Funk-
tionen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen, um die es in den folgenden Kapiteln gehen
wird.
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Kapitel 3

Wigner-Darstellung

In dem 1932 veröffentlichten Artikel „On the quantum correction for thermodynamic
equilibrium“ [83] schreibt E. Wigner folgendes:

„If the wave function ψ(x1 · · ·xn) is given one may build the
following expression

P (x1, . . . , xn; p1, . . . , pn) =
(

1

hπ

)n
∞∫

· · ·
∫

−∞

dy1 · · ·dyn ψ(x1 + y1 · · ·xn + yn)
∗

ψ(x1 − y1 · · ·xn − yn) e2i(p1y1+···+pnyn)/h

and call it the probability-function of the simultaneous values
of x1 · · ·xn for the coordinates and p1 · · · pn for the momenta.
[. . . This expression] was chosen from all possible expressions,
because ist seems to be the simplest.“

Dies ist das erste Auftreten1 einer Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie wird seit-
dem als Wigner-Funktion bezeichnet. Wigners Darstellung der Quantenmechanik hat
weithin Anwendung in vielen Bereichen der Physik gefunden, insbesondere dann, wenn
Quanten-Korrekturen für klassische Gesetze gesucht wurden – wie auch in Wigners
Artikel selbst.

Nach der P-Darstellung wollen wir im folgenden auch die Wigner-Darstellung in eine
mathematischere Sprache übersetzen.

1Eine Fußnote in diesem Artikel besagt jedoch: „This expression was found by L. Szillard and the
present author [E. Wigner] some years ago for another purpose.“
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3.1 Definition und Eigenschaften

3.1.1 Definition: Es seien * ein klassischer Zustand, A∗ der Erzeuger und A der Ver-
nichter auf F+(C). Dann heißt für z ∈ C

χS(z) := tr
{

ezA
∗−z̄A *

}

= tr
{

eiΦ(−i
√
2z) *

} (3.1)

die symmetrisch geordnete quantencharakterische Funktion zum Zustand *. Für ein α ∈
C heißt die Funktion

w(α) :=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ χS(z) dλ(z)

=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ tr
{

ezA
∗−z̄A *

}

dλ(z)

=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ tr
{

eiΦ(−i
√
2z) *

}

dλ(z)

(3.2)

die Wigner-Funktion zum Zustand *.

Umgekehrt läßt sich die symmetrisch geordnete quantencharakterische Funktion aus
der Wigner-Funktion berechnen:

χS(z) =

∫

C

ezᾱ−z̄α w(α) dλ(α). (3.3)

3.1.2 Der Wechsel in den Ort-Impuls-Phasenraum: Wie bei der P-Funktion gilt
auch bei der Wigner-Funktion, daß es aus mathematischer Sicht sinnvoller ist, eine echte
Fouriertransformation durchzuführen. Mit denselben Transformationen wie in Abschnitt
2.3.2 wechseln wir nun von der komplexen α-Ebene in die reelle (x, y)-Ebene. Die Trans-
formationen lauten wieder

x =
1√
2
(α + ᾱ); y =

1

i
√
2
(α− ᾱ); (3.4)

α =
1√
2
(x+ iy); ᾱ =

1√
2
(x− iy); (3.5)
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Q =
1√
2
(A+ A∗); P =

1

i
√
2
(A−A∗); (3.6)

A =
1√
2
(Q+ iP ); A∗ =

1√
2
(Q− iP ); (3.7)

z =
1√
2
(iξ − η); z̃ =

−1√
2
(iξ + η); (3.8)

ξ =
i√
2
(z̃ + z); η =

−1√
2
(z̃ + z). (3.9)

Die Wigner-Funktion w(α) in der α-Ebene hängt mit der Wigner-Funktion w̃(x, y) im
Phasenraum wie folgt zusammen:

w̃(x, y) =
1

2
w

(
1√
2
(x+ iy)

)

; (3.10)

w(α) = 2 w̃

(
1√
2
(α + ᾱ),

1

i
√
2
(α− ᾱ)

)

. (3.11)

Für die symmetrisch geordnete quantencharakterische Funktion χ̃S(ξ, η) auf dem Pha-
senraum ergibt sich die Beziehung zu χS(z) durch

χ̃S(ξ, η) = χS

(
1√
2
(iξ − η)

)

= tr
{

eiξQ+iηP *
}

.

(3.12)

Die Rücktransformation lautet

χS(z) = χ̃S

(
i√
2
(z̃ + z),

−1√
2
(z̃ + z)

)

= tr
{

ezA
∗−z̄A *

}

.

(3.13)

Nun kann man die Beziehung zwischen symmetrisch geordneter quantencharakteristi-
scher Funktion und Wigner-Funktion durch eine echte Fouriertransformation auf dem
Phasenraum formulieren:

w̃(x, y) =
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃A(ξ, η) dξ dη

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) tr
{

eiξQ+iηP *
}

dξ dη;
(3.14)

χ̃S(ξ, η) =

∫

R2

ei(ξx+ηy) w̃(x, y) dq dp. (3.15)
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40 Kapitel 3. Wigner-Darstellung

3.1.3 (Quanten-)Charakteristische Funktion und Momente: Die symmetrisch ge-
ordnete quantencharakteristische Funktion χS(z) ist die Fouriertransformierte der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung w(α). Sie heißt symmetrisch geordnet, da ihre Ableitung gerade
die Erwartungswerte symmetrisch geordneter Produkte von Operatoren liefert.

tr {{Ar(A∗)s}sym *} =
∂r+s

∂zr∂z̄s
χS(z)

∣
∣
∣
∣
z=0

=
∂r+s

∂zr∂z̄s
tr

{

ezA
∗−z̄A *

}
∣
∣
∣
∣
z=0

=

∫

C

αrᾱs w(α) dλ(α).

(3.16)

Dabei bedeutet {Ar(A∗)s}sym den Durchschnitt aller Möglichkeiten, die r+s Operatoren
anzuordnen. So gilt z. B. für r = 2, s = 2:

{A2(A∗)2}sym =
1

6

(

A2(A∗)2 + AA∗AA∗ + A(A∗)2A

+A∗A2A∗ + A∗AA∗A+ (A∗)2A2
)

.
(3.17)

3.1.4 Zusammenhang zwischen Wigner- und P-Funktion: Die Wigner-Funktion
ist eine mit einer Gaußfunktion ausgeschmierte P-Funktion. Im Phasenraum bedeutet
dies

w̃(x, y) = p̃(x, y) ∗
1

π
e−(x2+y2)

=
1

π

∫

R2

e−((x−x′)2+(y−y′)2) p̃(x′, y′) dx′ dy′.
(3.18)

In der α-Ebene lautet der Zusammenhang

w(α) = p(α) ∗
2

π
e−2|α|2

=
2

π

∫

C

e−2|α−α′|2 p(α′) dλ(α′).
(3.19)

Beweis: Vergleicht man

χ̃S(ξ, η) := tr
{

eiξQ+iηP *
}

(3.20)

mit

χ̃N(ξ, η) := tr
{

eiξQ+iηP · e
1
4
(ξ2+η2) *

}

, (3.21)

so ergibt sich

χ̃S(ξ, η) = χ̃N(ξ, η) · e−
1
4
(ξ2+η2). (3.22)
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Eine Fouriertransformation führt zu

1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃S(ξ, η) dξ dη =
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃S(ξ, η) · e−
1
4
(ξ2+η2) dξ dη. (3.23)

Die Fouriertransformation des Produktes wird zur Faltung:

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃S(ξ, η) dξ dη (3.24)

∗
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) e−
1
4
(ξ2+η2) dξ dη. (3.25)

Also gilt:

w̃(x, y) = p̃(x, y) ∗
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) e−
1
4
(ξ2+η2) dξ dη (3.26)

w̃(x, y) = p̃(x, y) ∗
1

π
e−(x2+y2). (3.27)

Dies ist der Zusammenhang im Phasenraum. Transformiert man (3.27) vom Phasenraum
in die α-Ebene, so erhält man

w(α) = 2 w̃

(
1√
2
(α + ᾱ),

1

i
√
2
(α− ᾱ)

)

= 2

(

p̃

(
1√
2
(α + ᾱ),

1

i
√
2
(α− ᾱ)

)

∗
1

π
e−2|α|2

)

= 2

(

p(α) ∗
1

π
e−2|α|2

)

= p(α) ∗
2

π
e−2|α|2 .

(3.28)

Also wird die P-Funktion in beiden Darstellungen mit einer Gauß-Funktion gefaltet, um
die Wigner-Funktion zu erhalten. !
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42 Kapitel 3. Wigner-Darstellung

3.1.5 Normiertheit der Wigner-Funktion: Die Wigner-Funktion ist normiert, d. h.,
∫

C

w(α) dλ(α) = 1. (3.29)

Beweis: Wir verwenden den Zusammenhang zwischen Wigner- und P-Funktion mittels
Faltung:

∫

C

w(α) dλ(α) =
∫

C

p(α) ∗
2

π
e−2|α|2 dλ(α)

=

∫

C

∫

C

p(α− α′) ·
2

π
e−2|α′|2 dλ(α′) dλ(α)

=

∫

C

∫

C

p(α− α′) ·
2

π
e−2|α′|2 dλ(α) dλ(α′)

=

∫

C

2

π
e−2|α′|2

∫

C

p(α− α′) dλ(α)
︸ ︷︷ ︸

=1

dλ(α′).

=

∫

C

2

π
e−2|α′|2 dλ(α′)

= 1.

(3.30)

!

3.2 Beispiele

3.2.1 Reiner Zustand: Für einen reinen Zustand der Form Pe(β) lautet die Wigner-
Funktion

w(α) =
2

π
e−2|α−β|2 . (3.31)

Dies gilt nach der Definition der Wigner-Funktion aus Gleichung (3.2) wegen folgender
Identitäten:

w(α) :=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ χS(z) dλ(z)

=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ tr
{

ezA
∗−z̄A Pe(β)

}

dλ(z)

=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ tr
{

W
(

−i
√
2z

)

Pe(β)

}

dλ(z)

=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ
〈

W
(

−i
√
2z

)

e(β), e(β)
〉

dλ(z).
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Mit der Wirkung der Weyloperatoren auf Glaubervektoren und dem Skalarprodukt zwi-
schen Glaubervektoren ergibt sich

w(α) =
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ e−
1
2
|z|2 ezβ̄−z̄β dλ(z)

=
1

π2

∫

C

ez̄(α−β)−z(ᾱ−β̄) e−
1
2
|z|2 dλ(z)

=
2

π
e−2|α−β|2.

Wir können diesen Beweis auch eleganter führen, indem wir die Beziehung zwischen
Wigner- und P-Darstellung einsetzen. Wir falten die P-Darstellung des reinen Zustan-
des Pe(β) (siehe Beispiel 2.2.1) mit einer Gaußglocke:

w(α) =
2

π

∫

C

e−2|α−α′|2 dµp(α
′)

=
2

π

∫

C

e−2|α−α′|2 dβ(α
′)

=
2

π
e−2|α−β|2.

Die Wigner-Funktion eines reinen Zustandes ist also eine zweidimensionale Gauß-
Funktion, die um den Punkt β mit Varianz 1/2 konzentriert ist.

3.2.2 Gibbs-Zustand: Um die Wigner-Funktion zum Gibbs-Zustand

*(β) =
(

1− e−β
)










e−β

e−2β

e−3β

e−4β

. . .










(3.32)

zu berechnen, können wir auf die schon berechnete P-Funktion

p̃(x, y) =
1

π

(

eβ − 1
)

exp
{

−
(

eβ − 1
) (

x2 + y2
)}

(3.33)

zurückgreifen. Wir verwenden die Beziehung zwischen Wigner- und P-Funktion aus Glei-
chung (3.18):

w̃(x, y) = p̃(x, y) ∗
1

π
e−(x2+y2)

=
1

π

∫

R2

e−((x−x′)2+(y−y′)2) p̃(x′, y′) dx′ dy′.
(3.34)
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Damit ergibt sich

w̃(x, y) =
1

π

∫

R2

e−((x−x′)2+(y−y′)2) 1

π

(

eβ − 1
)

e−(e
β−1)(x′2+y′2) dx′ dy′.

=
1

π2

(

eβ − 1
)
∫

R2

e−((x−x′)2+(y−y′)2) e−(e
β−1)(x′2+y′2) dx′ dy′.

=
1

π
tanh (β/2) e− tanh(β/2)(x2+y2).

(3.35)

Die Wigner-Funktion des Gibbs-Zustandes, wie sie in Abbildung 3.1 zu sehen ist, hat
also die gleiche Gestalt wie die entsprechende P-Funktion. Die Wigner-Gauß-Glocke ist
jedoch breiter als die P-Gauß-Glocke.

Abbildung 3.1: Wigner-Funktion des Gibbs-Zustandes

3.2.3 Teilchenzahl-Zustand: Die Wigner-Funktion zum n-ten Teilchenzahl-Zustand
|n〉 〈n| lautet (Walls und Milburn [82]):

w(x, y) =
2

π
(−1)nLn

(

4(x2 + y2)
)

e−2(x2+y2)2 . (3.36)

Dabei ist Ln(x) das n-te Laguerre-Polynom. Die Wigner-Funktion des Teilchenzahl-
Zustandes |4〉 〈4| ist in Abbildung 3.2 zu sehen. Gut zu erkennen ist, daß die Wigner-
Funktion auch negative Werte annimmt. Wie man eine „Wahrscheinlichkeitsverteilung“
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Abbildung 3.2: Wigner-Funktion des Teilchenzahl-Zustandes |4〉 〈4|

mit negativen Werten interpretieren kann, ist in Feynman [39] sehr interessant und
anschaulich beschrieben.

3.2.4 Gequetschter Zustand (squeezed state): Die Wigner-Funktion eines gequetsch-
ten Zustandes (squeezed state) (vgl. Lee [74]) mit Parameter κ lautet (Walls und
Milburn [82]):

w(x, y) =
2

π
exp

(

−
1

2

(

x2e−2κ + y2e2κ
)
)

(3.37)

Die Wigner-Funktion eines gequetschten Zustandes zum Parameter κ = 1 ist in Abbil-
dung 3.3 zu sehen.
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46 Kapitel 3. Wigner-Darstellung

Abbildung 3.3: Wigner-Funktion eines gequetschten Zustandes (κ = 1)

3.3 Wigners ursprüngliche Formulierung

Die ursprüngliche Formulierung der Wigner-Funktion, wie sie in dem einleitenden Zitat
dieses Kapitels zu finden ist, kann man folgendermaßen erhalten:

w̃(x, y) =
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) tr
{

eiξQ+iηP *
}

dξ dη (3.38)

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) tr
{

eiηP eiξQeiξη/2 *
}

dξ dη (3.39)

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy)e−iξη/2 tr
{

eiη/2P eiξQ*eiη/2P
}

dξ dη. (3.40)

Man schreibt die Spur in Ortsdarstellung,

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy)e−iξη/2

∫

R

〈

eiη/2P eiξQ*eiη/2Px′, x′〉 dx′dξ dη, (3.41)

und verwendet die Wirkungsweise der Operatoren:

=
1

4π2

∫

R3

e−iξ(x−x′)e−iηy 〈*(x′ − η/2), (x′ + η/2)〉 dx′dξ dη. (3.42)
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Führt man die Integrationen aus und setzt λ = η/2, so erhält man die Wigner-Funktion
in ihrer ursprünglichen Notation:

w̃(x, y) =
1

π

∫

R

e−2iλy 〈*(x− λ), (x+ λ)〉 dλ. (3.43)

Wigner verwendete die Dirac-Notation und benutzte andere Variablen aber die Gestalt
ist dieselbe:

w(x, p) =
1

π

∫

R

e−2ipy 〈x− y|*|x+ y〉 dy. (3.44)

Wird in physikalischen Texten die Wigner-Funktion angegeben, so geschieht dies stets
in der Form von Gleichung (3.44).
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Kapitel 4

Q-Darstellung

In dem für die Theorie der Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen grundlegenden Arti-
kel „Density operators and quasiprobability distributions“ [60] von K. E. Cahill und
R. J. Glauber wird die Funktion 〈α|*|α〉, die heute als Q-Funktion bezeichnet wird,
folgendermaßen beschrieben:

„The function 〈α|*|α〉, which is infinitely differentiable, cor-
responds to the normally ordered form of the density opera-
tor. Its use as a weight function in an integral expansion of
the density operator is shown to involve singularities that are
closely related to those which occur in the P representation.“

Bei der Q-Darstellung wird versucht, eine Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung zu ent-
wickeln, indem man die Diagonalelemente des Dichteoperators verwendet. Die Q-Darstel-
lung ist die dritte wichtige Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung, die wir mathematisch
formulieren wollen.

4.1 Definition und Eigenschaften

4.1.1 Definition: Es seien * ein klassischer Zustand und e(α) für alle α ∈ C die Glau-
bervektoren auf F+(C). Dann heißt die Abbildung q : C → R mit

q(α) :=
1

π
〈* e(α), e(α)〉 (4.1)

die Q-Funktion zum Zustand *.



50 Kapitel 4. Q-Darstellung

4.1.2 Eigenschaften: Wegen

1 = tr {*} = tr {1l *} = tr
{
1

π

∫

C

Pe(α) dλ(α) *
}

=
1

π

∫

C

tr
{

Pe(α) *
}

dλ(α) =
1

π

∫

C

〈* e(α), e(α)〉dλ(α)
(4.2)

ist die Q-Funktion normiert, d. h.,

∫

C

q(α) dλ(α) = 1. (4.3)

Die Q-Funktion ist, im Gegensatz zu P- und Wigner-Funktion, stets positiv:

q(α) ≥ 0. (4.4)

Die Q-Funktion ist also von den bisher betrachteten Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen diejenige, die in ihren Eigenschaften einer klassischen Wahrscheinlichkeitsverteilung
am nächsten kommt.

4.2 Beispiele

4.2.1 Reiner Zustand: Die Q-Funktion eines reinen Zustandes der Form Pe(β) lautet

q(α) =
1

π

〈

Pe(β)e(α), e(α)
〉

=
1

π
〈〈e(α), e(β)〉 e(β), e(α)〉

=
1

π
|〈e(α), e(β)〉|2

=
1

π
e−|α−β|2.

(4.5)

Die Q-Funktion eines reinen Zustandes ist also eine Gaußglocke, die um den Punkt β mit
Varianz 1 konzentriert ist. Sie ist demnach doppelt so „breit“ wie die Wigner-Funktion
zum selben Zustand (siehe Beispiel 3.2.1).

Dies läßt vermuten, daß die Q-Funktion eine geglättete Wigner-Funktion ist, genauso,
wie die Wigner-Funktion eine geglättete P-Funktion ist. Daß dies tatsächlich so ist, zeigt
die Behandlung der Q-Funktion mittels der quantencharakteristischen Funktion, die uns
überdies in Kapitel 5 eine verallgemeinerte Darstellung ermöglicht.

www.floriankarsten.de



4.3 Quantencharakteristische Funktion 51

4.3 Quantencharakteristische Funktion

Für die Q-Darstellung verwendet man die antinormal geordnete quantencharakterische
Funktion, die in physikalischen Texten folgendermaßen aussieht:

χA(z) := tr
{

e−z̄A ezA
∗

*
}

. (4.6)

Der Index A steht hierbei für antinormal geordnet.

Diese Funktion muß man, wie schon zuvor die normal geordnete quantencharakteri-
stische Funktion, mittels der Baker-Hausdorff-Formel in folgenden sinnvollen Ausdruck
umwandeln:

ezA
∗

e−z̄A = ezA
∗−z̄A · e−

1
2
[zA∗,−z̄A]

= ezA
∗−z̄A · e

1
2
|z|2[A∗,A]

= ezA
∗−z̄A · e

1
2
|z|2(−1l)

= ezA
∗−z̄A · e−

1
2
|z|2.

(4.7)

Nun können wir die Q-Funktion über die quantencharakteristische Funktion definieren:

4.3.1 Definition: Es seien * ein klassischer Zustand, A∗ der Erzeuger und A der Ver-
nichter auf F+(C). Dann heißt für z ∈ C

χA(z) := tr
{

ezA
∗−z̄A · e−

1
2
|z|2 *

}

= tr
{

eiΦ(−i
√
2z) · e−

1
2
|z|2 *

} (4.8)

die antinormal geordnete quantencharakterische Funktion zum Zustand *. Die Funktion

q(α) :=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ χA(z) dλ(z)

=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ tr
{

ezA
∗−z̄A · e−

1
2
|z|2 *

}

dλ(z)
(4.9)

heißt Q-Funktion zum Zustand *.

Umgekehrt läßt sich die antinormal geordnete quantencharakterische Funktion aus der
Q-Funktion berechnen:

χA(z) =

∫

C

ezᾱ−z̄α q(α) dλ(α). (4.10)
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4.3.2 Äquivalenz der beiden Definitionen: Die beiden Darstellungen der Q-Funk-
tion aus Definition 4.3.1,

q(α) :=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ tr
{

ezA
∗−z̄A · e−

1
2
|z|2 *

}

dλ(z), (4.11)

und aus Definition 4.1.1,

q(α) :=
1

π
〈* e(α), e(α)〉 , (4.12)

sind äquivalent.

Beweis: Sei * :=
∫

C
Pe(β) dµp(β) ein allgemeiner klassischer Zustand. Dann gilt für die

Definition 4.3.1 der Q-Funktion:

q(α) =
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ tr
{

ezA
∗−z̄A · e−

1
2
|z|2

∫

C

Pe(β) dµp(β)

}

dλ(z).

Nach Satz 1.5.3 ist dies

=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ

∫

C

tr
{

ezA
∗−z̄A · e−

1
2
|z|2 Pe(β)

}

dµp(β) dλ(z)

=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−
1
2
|z|2

∫

C

tr
{

ezA
∗−z̄A Pe(β)

}

dµp(β) dλ(z)

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−
1
2
|z|2 tr

{

ezA
∗−z̄A Pe(β)

}

dλ(z) dµp(β).

Dies läßt sich mit einem Weyloperator schreiben als:

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−
1
2
|z|2 tr

{

W
(

−i
√
2z

)

Pe(β)

}

dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−
1
2
|z|2

〈

W
(

−i
√
2z

)

e(β), e(β)
〉

dλ(z) dµp(β).

Der Weyloperator wirkt auf den Glaubervektor wie folgt:

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−
1
2
|z|2

〈

ei/
√
2Re(〈β,−i

√
2z〉) e(β + z), e(β)

〉

dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−
1
2
|z|2 〈

eiIm(〈z,β〉) e(β + z), e(β)
〉

dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−
1
2
|z|2 · eiIm(〈z,β〉) 〈e(β + z), e(β)〉 dλ(z) dµp(β).
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Das Skalarprodukt zweier Glaubervektoren liefert:

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−
1
2
|z|2 · eiIm(〈z,β〉) · e−

1
2
|(β+z)−β|2+iIm(〈β+z,β〉) dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−|z|2 · eiIm(〈z,β〉) · e−
1
2
|z|2+iIm(〈β+z,β〉) dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−|z|2 · eiIm(〈z,β〉) · eiIm(〈β,β〉)+iIm(〈z,β〉) dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−|z|2 · eiIm(〈z,β〉) · eiIm(〈z,β〉) dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−|z|2 · e2iIm(〈z,β〉) dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−|z|2 · e〈z,β〉−〈β,z〉 dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ · e−|z|2 · ezβ̄−z̄β dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π2

∫

C

e−|z|2 · ez̄(α−β)−z(ᾱ−β̄) dλ(z) dµp(β)

=

∫

C

1

π
e−|α−β|2 dµp(β).

Dasselbe Ergebnis erhält man, wenn man die Definition 4.1.1 der Q-Funktion verwendet:

q(α) :=
1

π
〈* e(α), e(α)〉

=
1

π

〈∫

C

Pe(β) dµp(β) e(α), e(α)

〉

=

∫

C

1

π

〈

Pe(β) e(α), e(α)
〉

dµp(β).

Der Integrand ist die Q-Funktion des reinen Zustandes Pe(β) aus Beispiel 4.2.1:

=

∫

C

1

π
e−|α−β|2 dµp(β).

Also sind die beiden Definitionen äquivalent. !

4.3.3 Der Wechsel in den Ort-Impuls-Phasenraum: Wie bei der Wigner- und der
P-Funktion gilt auch bei der Q-Funktion, daß es aus mathematischer Sicht sinnvoller ist,
eine echte Fouriertransformation durchzuführen. Mit denselben Transformationen wie in
Abschnitt 2.3.2 wechseln wir nun von der komplexen α-Ebene in die reelle (x, y)-Ebene.
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Die Transformationen lauten

x =
1√
2
(α + ᾱ); y =

1

i
√
2
(α− ᾱ); (4.13)

α =
1√
2
(x+ iy); ᾱ =

1√
2
(x− iy); (4.14)

Q =
1√
2
(A+ A∗); P =

1

i
√
2
(A− A∗); (4.15)

A =
1√
2
(Q+ iP ); A∗ =

1√
2
(Q− iP ); (4.16)

z =
1√
2
(iξ − η); z̃ =

−1√
2
(iξ + η); (4.17)

ξ =
i√
2
(z̃ + z); η =

−1√
2
(z̃ + z). (4.18)

Die Q-Funktion q(α) in der α-Ebene hängt mit der Q-Funktion q̃(x, y) im Phasenraum
wie folgt zusammen:

q̃(x, y) =
1

2
q

(
1√
2
(x+ iy)

)

; (4.19)

q(α) = 2 q̃

(
1√
2
(α + ᾱ),

1

i
√
2
(α− ᾱ)

)

. (4.20)

Für die antinormal geordnete quantencharakterische Funktion χ̃A(ξ, η) auf dem Phasen-
raum ergibt sich die Beziehung zu χA(z) durch

χ̃A(ξ, η) = χA

(
1√
2
(iξ − η)

)

= tr
{

eiξQ+iηP · e−
1
4
(ξ2+η2) *

}

.

(4.21)

Die Rücktransformation lautet

χA(z) = χ̃A

(
i√
2
(z̃ + z),

−1√
2
(z̃ + z)

)

= tr
{

ezA
∗−z̄A · e−

1
2
|z|2 *

}

.

(4.22)

Nun kann man die Beziehung zwischen symmetrisch geordneter quantencharakteristi-
scher Funktion und Q-Funktion durch eine echte Fouriertransformation auf dem Pha-
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senraum formulieren:

q̃(x, y) =
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃A(ξ, η) dξ dη

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) tr
{

eiξQ+iηP · e−
1
4
(ξ2+η2) *

}

dξ dη;
(4.23)

χ̃A(ξ, η) =

∫

R2

ei(ξq+ηp) q̃(x, y) dx dy. (4.24)

4.3.4 (Quanten-)Charakteristische Funktion und Momente: Die antinormal ge-
ordnete quantencharakteristische Funktion χA(z) ist die Fouriertransformierte der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung q(α). Sie heißt antinormal geordnet, da ihre Ableitung gerade
die Erwartungswerte antinormal geordneter Produkte von Operatoren liefert.

tr {Ar(A∗)s *} =
∂r+s

∂zr∂z̄s
χA(z)

∣
∣
∣
∣
z=0

=
∂r+s

∂zr∂z̄s
tr

{

ezA
∗−z̄A · e−

1
2
|z|2 *

}
∣
∣
∣
∣
z=0

=

∫

C

αrᾱs q(α) dλ(α).

(4.25)

4.3.5 Zusammenhang zwischen Q- und Wigner-Funktion: Die Q-Funktion ist
eine mit einer Gaußfunktion ausgeschmierte Wigner-Funktion. Im Phasenraum bedeutet
dies

q̃(x, y) = w̃(x, y) ∗
1

π
e−(x2+y2)

=
1

π

∫

R2

e−((x−x′)2+(y−y′)2) w̃(x′, y′) dx′ dy′.
(4.26)

In der α-Ebene lautet der Zusammenhang

q(α) = w(α) ∗
2

π
e−2|α|2

=
2

π

∫

C

e−2|α−α′|2 w(α′) dλ(α′).
(4.27)

Beweis: Vergleicht man

χ̃A(ξ, η) := tr
{

eiξQ+iηP · e−
1
4
(ξ2+η2) *

}

(4.28)

mit

χ̃S(ξ, η) := tr
{

eiξQ+iηP *
}

, (4.29)
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so ergibt sich

χ̃A(ξ, η) = χ̃S(ξ, η) · e−
1
4
(ξ2+η2)

1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃A(ξ, η) dξ dη =
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃S(ξ, η) · e−
1
4
(ξ2+η2) dξ dη

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃S(ξ, η) dξ dη

∗
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) e−
1
4
(ξ2+η2) dξ dη

q̃(x, y) = w̃(x, y) ∗
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) e−
1
4
(ξ2+η2) dξ dη

q̃(x, y) = w̃(x, y) ∗
1

π
e−(x2+y2).

(4.30)

Dies ist der Zusammenhang im Phasenraum. Transformiert man (4.30) vom Phasenraum
in die α-Ebene, so erhält man

q(α) = 2 q̃

(
1√
2
(α+ ᾱ),

1

i
√
2
(α− ᾱ)

)

= 2

(

w̃

(
1√
2
(α+ ᾱ),

1

i
√
2
(α− ᾱ)

)

∗
1

π
e−2|α|2

)

= 2

(

w(α) ∗
1

π
e−2|α|2

)

= w(α) ∗
2

π
e−2|α|2.

(4.31)

Also wird die Wigner-Funktion in beiden Darstellungen mit einer Gauß-Funktion gefal-
tet, um die Q-Funktion zu erhalten. Dabei handelt es sich um dieselbe Gauß-Funktion
wie beim Zusammenhang zwischen Wigner- und P-Funktion. !

4.3.6 Zusammenhang zwischen Q- und P-Funktion: Man kommt von der P- zur
Wigner-Funktion durch Faltung mit einer Gauß-Funktion und von der Wigner- zur Q-
Funktion durch Faltung mit derselben Gauß-Funktion. Also müßte man auch direkt von
der P- zur Q-Funktion durch Faltung mit einer Gauß-Funktion doppelter Breite kommen:

Im Phasenraum bedeutet dies

q̃(x, y) = p̃(x, y) ∗
1

2π
e−

1
2
(x2+y2)

=
1

2π

∫

R2

e−
1
2
((x−x′)2+(y−y′)2) p̃(x′, y′) dx′ dy′.

(4.32)
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In der α-Ebene lautet der Zusammenhang

q(α) = p(α) ∗
1

π
e−|α|2

=
1

π

∫

C

e−|α−α′|2 p(α′) dλ(α′).
(4.33)

Dies gilt aufgrund ähnlicher Überlegungen wie beim Zusammenhang zwischen Q- und
Wigner-Funktion:

Beweis: Man vergleicht

χ̃A(ξ, η) := tr
{

eiξQ+iηP · e−
1
4
(ξ2+η2) *

}

(4.34)

mit

χ̃N(ξ, η) := tr
{

eiξQ+iηP · e
1
2
(ξ2+η2) *

}

(4.35)

und erhält

χ̃A(ξ, η) = χ̃N(ξ, η) · e−
1
4
(ξ2+η2).

Dies formt man folgendermaßen um:

1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃A(ξ, η) dξ dη =
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃N(ξ, η) · e−
1
2
(ξ2+η2) dξ dη

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃N(ξ, η) dξ dη

∗
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) e−
1
2
(ξ2+η2) dξ dη

q̃(x, y) = p̃(x, y) ∗
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) e−
1
2
(ξ2+η2) dξ dη

q̃(x, y) = p̃(x, y) ∗
1

2π
e−

1
2
(x2+y2).

(4.36)

Um nun noch den Zusammenhang in der α-Ebene herzuleiten, wird (4.36) vom Phasen-
raum in die α-Ebene transformiert:

q(α) = 2 q̃

(
1√
2
(α + ᾱ),

1

i
√
2
(α− ᾱ)

)

= 2

(

p̃

(
1√
2
(α + ᾱ),

1

i
√
2
(α− ᾱ)

)

∗
1

2π
e−|α|2

)

= 2

(

p(α) ∗
1

2π
e−|α|2

)

= p(α) ∗
1

π
e−|α|2.

(4.37)
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Die Q-Darstellung entsteht also aus der P-Funktion durch Faltung mit einer Gauß-
Funktion. Sie besitzt die doppelte Varianz der Gauß-Funktion, die beim Zusammenhang
zwischen Q- und Wigner-Funktion benutzt wird. !

Die Zusammenhänge zwischen den Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen p, q und w
durch Faltungen mit Gauß-Funktionen unterschiedlicher Varianzen sind in Abbildung 4.1
nocheinmal zusammengefaßt.

w̃(x, y)p̃(x, y) q̃(x, y)

∗ 1
π e−x2−y2 ∗ 1

π e−x2−y2

∗ 1
2π e−

1
2
(x2+y2)

w(α)p(α) q(α)

∗ 2
π e−2|α|2 ∗ 2

π e−2|α|2

∗ 1
π e−|α|2

Abbildung 4.1: Zusammenhang von P-, Wigner- und Q-Funktion mittels Faltung

4.4 Beispiele

4.4.1 Gibbs-Zustand: Um die Q-Funktion zum Gibbs-Zustand

*(β) =
(

1− e−β
)










e−β

e−2β

e−3β

e−4β

. . .










(4.38)
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zu berechnen, können wir wiederum auf die schon berechnete P-Funktion

p̃(x, y) =
1

π

(

eβ − 1
)

exp
{

−
(

eβ − 1
) (

x2 + y2
)}

(4.39)

zurückgreifen, indem wir die Beziehung zwischen Q- und P-Funktion aus Gleichung (4.32)
verwenden:

q̃(x, y) = p̃(x, y) ∗
1

2π
e−

1
2
(x2+y2)

=
1

2π

∫

R2

e−
1
2
((x−x′)2+(y−y′)2) p̃(x′, y′) dx′ dy′.

(4.40)

Damit erhalten wir:

q̃(x, y) =
1

2π

∫

R2

e−
1
2
((x−x′)2+(y−y′)2) 1

π

(

eβ − 1
)

e−(e
β−1)(x′2+y′2) dx′ dy′

=
1

2π2

(

eβ − 1
)
∫

R2

e−((x−x′)2+(y−y′)2) e−(e
β−1)(x′2+y′2) dx′ dy′

=
1

2π

(

1− e−β
)

e−
1
2(1−e−β)(x2+y2).

(4.41)

Die Q-Funktion des Gibbs-Zustandes, wie sie in Abbildung 4.2 zu sehen ist, hat also
eine ähnliche Gestalt wie die zugehörige P-Funktion, nämlich eine Gauß-Verteilung mit
einer doppelt so großen Varianz.

4.4.2 Gequetschter Zustand (squeezed state): Die Q-Funktion zum gequetschten
Zustand mit Parameter κ lautet (Scully und Zubrairy [81]):

q(x, y) =
1

4π2 cosh κ
exp

(

−
1

2
(1− 2

√
2)2

(

(e−2κ + 1)x2 + (e2κ + 1)y2
)
)

(4.42)

Die Q-Funktion eines gequetschten Zustandes zum Parameter κ = 1 ist in Abbildung 4.3
zu sehen.

4.4.3 Teilchenzahl-Zustand: Die Q-Funktion zum n-ten Teilchenzahl-Zustand |n〉 〈n|
lautet (Walls und Milburn [82]):

q(x, y) =
(x2 + y2)n e−(x2+y2)

πn!
. (4.43)

Die Q-Funktion des Teilchenzahl-Zustandes |4〉 〈4| ist in Abbildung 4.4 zu sehen; in der
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60 Kapitel 4. Q-Darstellung

Abbildung 4.2: Q-Funktion des Gibbs-Zustandes

Abbildung 4.3: Q-Funktion eines gequetschten Zustandes (κ = 1)
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Ansicht von unten ist dabei die Nichtnegativität der Q-Funktion deutlich zu erkennen.

Abbildung 4.4: Q-Funktion des Teilchenzahl-Zustandes |4〉 〈4| von oben und von unten
betrachtet
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Kapitel 5

Verallgemeinerte Darstellung

Die drei Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen p, w und q ließen sich mittels quanten-
charakteristischer Funktion auf ziemlich ähnliche Art und Weise definieren. Wir werden
im folgenden eine verallgemeinerte Darstellung entwickeln, die die P-, Wigner- und Q-
Darstellungen als Spezialfälle enthält. Danach werden wir diese Darstellung noch erwei-
tern, damit sie auch noch die sogenannte Husimi-Darstellung umfaßt.

Solche verallgemeinerten Darstellungen finden sich z. B. in Cahill und Glauber [60]
und in Lee [74], der bei der gesamten Darstellung des Themas von einer allgemeinen
Form ausgeht.

5.1 Definition und Eigenschaften

5.1.1 Definition: Es seien * ein klassischer Zustand, Q der Orts- und P der Impuls-
operator auf F+(C). Dann heißt für ξ, η, t ∈ R

χ̃t : R
2 → R : (ξ, η) &→ χ̃t(ξ, η) := tr

{

eiξQ+iηP · e−
1
4
(t−1)(ξ2+η2) *

}

(5.1)

die verallgemeinerte quantencharakterische Funktion zum Zustand *.

Die verallgemeinerte Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung f̃t(x, y) wird wie bisher auch
als Fouriertransformierte der quantencharakteristischen Funktion definiert:

f̃t(x, y) :=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃t(ξ, η) dξ dη

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) tr
{

eiξQ+iηP · e−
1
4
(t−1)(ξ2+η2) *

}

dξ dη.
(5.2)

Ungekehrt gilt

χ̃t(ξ, η) =

∫

R2

ei(ξq+ηp) f̃t(x, y) dx dy. (5.3)
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Die P-, Wigner- und Q-Funktionen ergeben sich in dieser verallgemeinerten Darstel-
lung für spezielle Werte des Parameters t:

t = 0 : f̃0(x, y) = p̃(x, y) (5.4)

t = 1 : f̃1(x, y) = w̃(x, y) (5.5)

t = 2 : f̃2(x, y) = q̃(x, y). (5.6)

5.1.2 Unterschied zur Physik: Wenn sich physikalische Texte mit einer verallgemei-
nerten Darstellung beschäftigen, so wird diese meist so gewählt, daß die Q-Funktion zum
Parameter −1, die Wigner-Funktion zum Parameter 0 und die P-Funktion zum Para-
meter +1 gehört. Allerdings wird dadurch der Zusammenhang zwischen den Funktionen
durch Faltung, um den es im nächsten Abschnitt geht, nicht so klar ersichtlich.

5.1.3 Zusammenhang zwischen den Funktionen: Wir haben in den vorhergehen-
den Kapiteln gesehen, daß die P-, Wigner- und Q-Funktionen über Faltungen mit be-
stimmten, zweidimensionalen Gauß-Funktionen zusammenhängen. Auch bei der verallge-
meinerten Darstellung gilt dieser Zusammenhang: Aus einer gegebenen Funktion f̃s(x, y)
kann man die Funktion f̃t(x, y) mit s < t durch eine Faltung mit einer Gauß-Funktion
berechnen. In Formeln bedeutet dies

f̃t(x, y) = f̃s(x, y) ∗
1

(t− s)π
e−

1
t−s

(x2+y2)

=
1

(t− s)π

∫

R2

e−
1

t−s
((x−x′)2+(y−y′)2) f̃t(x

′, y′) dx′ dy′.
(5.7)

In der α-Ebene lautet der Zusammenhang

ft(α) = fs(α) ∗
2

(t− s)π
e−

2
t−s

|α|2

=
2

(t− s)π

∫

C

e−
2

t−s
|α−α′|2 ft(α

′) dλ(α′).
(5.8)

Der Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Funktionen ist in Abbildung 5.1
graphisch veranschaulicht.

q̃(x, y)w̃(x, y)p̃(x, y)

0 1 2ts

f̃s(x, y) f̃t(x, y)

∗ 1
(t−s)π e−

1
t−s

(x2+y2)

Abbildung 5.1: Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Funktionen
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5.1.4 Analogie zur Wärmeleitungsgleichung: Wenn man sich ein Bild von der ver-
allgemeinerten Darstellung und dem Zusammenhang mittels Faltung machen möchte,
kann man sich die Analogie zur Wärmeleitungsgleichung klarmachen: Man kann sich die
verallgemeinerte Funktion f̃t(x, y) als zweidimensionale Wärmeverteilung vorstellen. Sie
erfüllt die partielle Differetialgleichung zweiter Ordnung

∂f̃t(x, y)

∂t
= −

1

8

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂x2

)

f̃t(x, y). (5.9)

Dies ist eine Form einer Wärmeleitungsgleichung, in der f̃t(x, y) die Rolle der Temperatur
am Punkt (x, y) zur Zeit t spielt. Die Faltung aus Gleichung (5.7),

f̃t(x, y) = f̃s(x, y) ∗
1

(t− s)π
e−

1
t−s

(x2+y2), (5.10)

beschreibt die Wärmeverteilung zum Zeitpunkt t bei vorgegebener Wärmeverteilung zu
einem früheren Zeitpunkt s.

Nun ist auch klar, weshalb sich die Q-Funktion viel gemäßigter verhält als die P-
Funktion: Die Singularitäten der P-Funktion werden, ebenso wie extreme Temperatur-
verteilungen, durch Faltung geglättet. Bei der Wärmeleitung muß man dazu einfach
warten, bei den Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen muß man zu einer Funktion mit
einem größeren Parameter t übergehen.

Die Normiertheit und Positivität einer Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung bedeutet
im Bild der Wärmeleitungsgleichung, daß eine positive Wärme der Menge 1 auf der
Ebene verteilt ist. Da sowohl die Postivität als auch die Wärmemege 1 zu jedem späteren
Zeitpunkt erhalten bleiben, gilt diese Aussage auch für die Quasi-Wahrscheinlichkeits-
verteilungen.

5.1.5 Unterschied zur Physik: Wählt man, wie in den meisten physikalischen Texten,
die verallgemeinerte Darstellung so, daß die Q-Funktion zum Parameter −1, die Wigner-
Funktion zum Parameter 0 und die P-Funktion zum Wert +1 gehört, so ist die Analogie
zur Wärmeleitungsgleichung etwas seltsam: Hier gehört der Parameter t der Funktion
f̃t(x, y) zur „negativen“ Zeit der Wärmeleitungsgleichung. Um dieses zu vermeiden, haben
wir die verallgemeinerte Darstellung anders definiert.

5.2 Verallgemeinerte Darstellung in der α-Ebene

Um von den oben entwickelten Formeln im Phasenraum auf Formeln in der komplexen α-
Ebene zu kommen, müssen wieder die üblichen Transformationen durchgeführt werden.
Dies liefert die verallgemeinerte quantencharakterische Funktion zum Zustand * in der
α-Ebene:

χt(z) := tr
{

ezA
∗−z̄A · e−

1
2
(t−1)|z|2 *

}

. (5.11)
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Die verallgemeinerte Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung ft(α) lautet somit

ft(α) :=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ χt(z) dλ(z)

=
1

π2

∫

C

ez̄α−zᾱ tr
{

ezA
∗−z̄A · e−

1
2
(t−1)|z|2 *

}

dλ(z).
(5.12)

Umgekehrt gilt:

χt(z) =

∫

C

ezᾱ−z̄α ft(α) dλ(α). (5.13)

Für P-, Wigner- und Q-Funktionen gelten dieselben Parameter t wie oben:

t = 0 : f0(α) = p(α); (5.14)
t = 1 : f1(α) = w(α); (5.15)
t = 2 : f2(α) = q(α). (5.16)

Aus einer gegebenen Funktion fs(α) kann man die Funktion ft(α) mit s < t durch
folgende Faltung berechnen:

ft(α) = fs(α) ∗
2

(t− s)π
e−

2
t−s

|α|2)

=
2

(t− s)π

∫

C

e−
2

t−s
|α−α′|2 ft(α

′) dλ(α′).
(5.17)

5.3 Noch allgemeiner (Husimi-Darstellung)

Die Husimi-Funktion h̃κ(x, y) ist eine verallgemeinerte Q-Funktion. Sie entsteht dadurch,
daß man die Wigner-Funktion mit einer Gauß-Glocke faltet, die in x- und y-Richtung
unterschiedliche Varianzen besitzt. Die unterschiedliche Varianz wird durch eine Variable
κ ∈ R gesteuert:

h̃κ(x, y) = w̃(x, y) ∗
1

π
e−(x2/κ+y2κ)

=
1

π

∫

R2

e−((x−x′)2/κ+(y−y′)2κ) w̃(x′, y′) dx′ dy′.
(5.18)

Daher ist die Husimi-Darstellung immer dann von Vorteil, wenn man gequetschte
Zustände (squeezed states) untersucht. Ein Beispiel hierfür findet man in Appleby [56].
Wir werden nun die verallgemeinerte Darstellung so erweitern, daß man mit ihr auch
noch die Husimi-Funktion beschreiben kann.
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5.3.1 Definition: Es seien * ein klassischer Zustand, Q der Orts- und P der Impuls-
operator auf F+(C). Dann heißt für ξ, η, t, κ ∈ R

χ̃t,κ : R2 → R : (ξ, η) &→ χ̃t,κ(ξ, η) := tr
{

eiξQ+iηP · e−
1
4
(t−1)(ξ2/κ+η2κ) *

}

(5.19)

die verallgemeinerte quantencharakterische Funktion zum Zustand *.

Die verallgemeinerte Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung f̃t,κ(x, y) wird wie bisher
auch als Fouriertransformierte der quantencharakteristischen Funktion definiert:

f̃t,κ(x, y) :=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) χ̃t,κ(ξ, η) dξ dη

=
1

4π2

∫

R2

e−i(ξx+ηy) tr
{

eiξQ+iηP · e−
1
4
(t−1)(ξ2/κ+η2κ) *

}

dξ dη.
(5.20)

Ungekehrt gilt

χ̃t,κ(ξ, η) =

∫

R2

ei(ξq+ηp) f̃t,κ(x, y) dx dy. (5.21)

Die P-, Wigner- und Q-Funktionen ergeben sich in dieser verallgemeinerten Darstel-
lung für spezielle Werte des Parameters t:

t = 0, κ = 1 : f̃0,1(x, y) = p̃(x, y); (5.22)

t = 1, κ = 1 : f̃1,1(x, y) = w̃(x, y); (5.23)

t = 2, κ = 1 : f̃2,1(x, y) = q̃(x, y). (5.24)

Für die Husimi-Funktion h̃κ(x, y) als verallgemeinerte Q-Funktion setzt man also t = 1
und läßt κ beliebig:

t = −1, κ ∈ R : f̃2,κ(x, y) = h̃κ(x, y). (5.25)
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