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Einleitung

All of our ideas in physics require a certain
amount of intelligence; they are not purely
mathematical ideas.

R. P. Feynman

Hinter dem Namen Quasi- Wahrscheinlichkeitsverteilungen steckt die physikalische Me-
thode, das Konzept der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem Phasenraum aus der
klassischen Physik in die Quantenphysik zu iibertragen. Diese Methode wird in der vor-
liegenden Arbeit in die Sprache der Mathematik iibersetzt.

In der klassischen Optik kann man den Zustand eines elektromagnetischen Oszillators
vollsténdig durch die Statistik der klassischen, komplexen Amplitude « beschreiben. Ist
die Amplitude fest, so ist das Feld kohérent. Verandert sich «, so ist das Feld nur teilweise
kohérent oder ganz inkoharent. Man kann sich den Realteil bzw. den Imaginérteil von «
als Ort bzw. Impuls des elektromagnetischen Oszillators vorstellen. Daher kann man in
der klassischen Optik ebenso wie in der klassischen Mechanik die Statistik der komple-
xen Amplitude o bzw. die Statistik von Ort ¢ und Impuls p durch eine Phasenraum-
Verteilungsfunktion (Phasenraum-Dichte) beschreiben. Die Verteilungsfunktion f(q,p)
gibt die Wahrscheinlichkeit an, dafs der Oszillator sich bei gleichzeitiger Messung gerade
am Ort ¢ mit dem Impuls p befindet. Kennt man f(g, p), so kann man alle statistischen
Grofen des elektromagentischen Oszillators berechnen. In diesem Sinne beschreibt die
Phasenraum-Verteilungsfunktion den Zustand des Oszillators.

In der Quantenoptik bzw. Quantenmechanik muf das Konzept von Phasenraum-
Verteilungsfunktionen im allgemeinen jedoch versagen. Zuallererst verhindert namlich
die Heisenberg’sche Unschéarferelation, dak man Ort und Impuls gleichzeitig und ex-
akt messen kann. Aber man kann versuchen, in bestimmten Situationen eine Quanten-
Phasenraum-Verteilungsfunktion f(gq,p) zu entwickeln, um damit beobachtbare Grofen
auf eine klassische Art und Weise zu berechnen.

Das Konzept eines Quanten-Phasenraumes muf natiirlich Mangel aufweisen: Die Ver-
teilungsfunktion f(g,p) kann z.B. negativ werden, sie kann sich nicht geméfigt, d.h.



2 EINLEITUNG

unstetig, verhalten oder in manchen Féllen erst gar nicht existieren. Mit Hilfe solcher
Verteilungsfunktionen kann man also nur bedingt statistische Aussagen machen, und
man nennt sie daher Quasi- Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Man kann mit ihrer Hilfe
Quanteneffekte mit soviel klassischer Sprache wie mdglich beschreiben, und man erhalt
durch sie Einblicke in die Quantentheorie, die so durch kaum ein anderes Verfahren
moglich sind. Ein Beispiel hierfiir ist die Korrespondenz zwischen klassischer Theorie
und Quantentheorie. Ein weiterer Vorteil der Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist,
dak die abstrakten Gleichungen, die Quantensysteme beschreiben, in Gleichungen umge-
formt werden konnen, die u. a. von Computern leicht berechnet werden kénnen. Dies alles
erklart die héufige Verwendung dieser Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen in vielen
Bereichen der Physik, wie z. B. der Statistischen Physik, der Quantenoptik, der Streu-
theorie und der Chaostheorie.

Die erste Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung wurde 1932 von E. WIGNER [83] einge-
fiihrt, auf der Suche nach Quanten-Korrekturen fiir die Boltzmann-Formel. Nach dieser,
heute als Wigner-Funktion bezeichneten, Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung entstan-
den noch viele weitere mit unterschiedlichen Eigenschaften. Die bekanntesten darunter
sind die P-Darstellung, die @Q-Darstellung und die Husimi-Darstellung. Mit diesen vier
Darstellungen und einer verallgemeinerten Darstellung beschéftigt sich dieser Text.

Da es keinen einheitlichen Weg gibt, die Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu defi-
nieren, gibt es auch noch viele andere Darstellungen mit unterschiedlichen Eigenschaften
und Anwendungen. Will man entscheiden, welche Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung
man wahlen soll, so ist dies keine Frage des Geschmacks. Je nachdem, welches physika-
lische System man beschreiben oder welches Problem man 16sen mochte, fallt die Wahl
auf eine andere Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die folgenden Beispiele sollen dies
verdeutlichen.

In der Quantenoptik — insbesondere bei der Beschreibung von Kohédrenz — berech-
net man haufig Erwartungswerte normalgeordneter Operatoren. Da man mit der von
R. GLAUBER und E. SUDARSHAN entwickelten P-Darstellung gerade solche normalge-
ordneten Produkte von Operatoren sehr einfach berechnen kann, wird diese Darstellung
iiberwiegend in der Quantenoptik verwendet.

In der Theorie der Streuprozesse bedient man sich in der Regel der Wigner-Dar-
stellung. Die auftretenden Gleichungen fiir die Zeitentwicklung eines solchen Prozesses
nehmen namlich die einfachste Form an, wenn man sie mit Hilfe der Wigner-Darstellung
berechnet.

Ein weiteres Beispiel sind chaotische Systeme. Die Quanten-Zeitentwicklung eines sol-
chen Systems kann man durch eine Abfolge graphischer Darstellungen von Verteilungs-
funktionen im Phasenraum untersuchen. Die Schwierigkeit hierbei ist, daf die entste-
henden Zeichnungen sehr komplex sind. Man kann die relevanten Informationen daher
nur sehr miithsam herauslesen. Von den bisher entwickelten Darstellungen eignet sich die
Husimi-Darstellung fiir dieses Problem am besten, da sie eine glatte Struktur zeigt und
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FINLEITUNG 3

sich geméfigt verhalt.

Versucht man, die physikalischen Texte iiber Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen
durch eine mathematische Brille zu lesen, so stoftt man auf mehrere Probleme: Erstens
fehlt in der Regel ein mathematischer Rahmen, also z. B. die Angabe der Rdume, in denen
gearbeitet wird. Ebenso fehlt zweitens eine exakte Definition der Elemente dieser Rdume
und der auf ihnen wirkenden Operatoren. Drittens sind die auftretenden Gleichungen
und Herleitungen oft nur formale, wenig mathematische Rechnungen. Und viertens er-
schwert die unterschiedliche Darstellung des Themas in den verschiedenen Texten das
Verstéandnis zusétzlich. In dieser Arbeit werden einige dieser Probleme gelost.

In Kapitel 1 wird der mathematische Rahmen fiir das Thema erarbeitet. Mit dem
symmetrischen Fockraum, den Glaubervektoren, den Erzeugern und Vernichtern, den
Feld-, Weyl- und Dichteoperatoren und den klassischen Zustinden werden die zentralen
Begriffe eingefiihrt.

Die erste Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung, die P-Darstellung, mit der wir uns in
Kapitel 2 beschéftigen, entsteht durch den Versuch, Dichteoperatoren als kontinuierliche
Konvexkombination von reinen Zustdnden zu schreiben. Neben Eigenschaften und wich-
tigen Beispielen behandeln wir auch einen alternativen Zugang zur P-Darstellung iiber
die sogenannte quantencharakteristische Funktion. Sie ist eine Quanten-Version der aus
der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie bekannten charakteristischen Funktion.

Die alteste Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung, die Wigner-Funktion ist das Thema
von Kapitel 3. Hier ist u. a. von Interesse, wie die Wigner-Funktion aus der P-Funktion
durch Faltung mit einer zweidimensionalen Gaufs-Glocke entsteht.

Der Versuch, eine Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung zu entwickeln, indem man die
Diagonalelemente des Dichteoperators verwendet, fiihrt uns in Kapitel 4 zur Q-Darstel-
lung. Auch hier ist der Zusammenhang mit den anderen Darstellungen durch Faltung
mit Gauf-Glocken unterschiedlicher Breite von Interesse.

Der einheitliche Zugang zu den drei Darstellung mit Hilfe der quantencharakteristi-
schen Funktion liefert in Kapitel 5 eine verallgemeinerte Darstellung, die die P-, Wigner-
und Q-Darstellungen als Spezialfdlle enthédlt. Auch der Zusammenhang zwischen den
einzelnen Darstellungen wird auf eine einheitliche Form gebracht, die eine Analogie zur
Wiérmeleitungsgleichung zeigt. Die verallgemeinerte Darstellung wird nocheinmal erwei-
tert, um auch die Husimi-Darstellung noch beschreiben zu koénnen.

www.floriankarsten.de






Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

The beginner should not be discouraged if he
finds that he does not have the prerequisites
for reading the prerequisites.

P. Halmos

Wir werden im folgenden den fiir diese Arbeit benétigten mathematischen Rahmen er-
arbeiten.

1.1 Notation

Um die Gleichungen iibersichtlich zu halten, werden die physikalischen Grofsen Masse
und Frequenz sowie die Planck’sche Konstante A zu 1 normiert. In der folgenden Tabelle
werden die in diesem Text verwendeten Symbole, die spater nicht detailliert definiert
werden, aufgefiihrt:

1 Der Einsoperator, die identische Abbildung;
C Der Korper der komplexen Zahlen;

e Die Euler’sche Zahl;

H Ein separabler Hilbertraum;

hy Die Hermitefunktionen;

0 Die imaginédre Einheit;

*(N)  Der Raum der quadratsummierbaren, komplexen Folgen;

L*(R) Der Raum der quadratintegrablen, komplexen Funktionen;

N Der Korper der natiirlichen Zahlen;

R Der Korper der reellen Zahlen;

(-, ) Ein komplexes Skalarprodukt (in der ersten Komponente linear).
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1.2 Der symmetrische Fockraum

Der symmetrische Fockraum und die Operatoren auf ihm werden in den folgenden beiden
Abschnitten nur stichwortartig dargestellt. Eine ausfiihrliche Darstellung, die auch viele
Beweise umfakt, findet sich in RUEFF [29].

Zu einem gegebenen Hilbertraum # ist das n-fache (Hilbertraum-)Tensorprodukt

H" =HR - QH (1.1)
N e’

n mal

die Vervollstandigung des n-fachen algebraischen Tensorproduktes beziiglich des Skalar-
produktes

(P1 @ Q@ Pp, V1 -+ R Yy) = (P1,901) -+ (Ony Un) - (1.2)

Wir suchen nun Vektoren ¢ ® -+ ® ¢, in H®", die sich unter Permutation nicht
andern. Dazu verwendet man die unitare Darstellung o — U, der Gruppe S,,, d. h. der
Permutationsgruppe auf n Elementen, auf dem Hilbertraum H®". Dabei ist U, fiir ein
o € S, die Fortsetzung des Operators

Uo:w1®"'®wnHwo(l)(@"'@wo‘(n) (13>

zu einem unitidren Operator auf H®". Die orthogonale Projektion

o
Ppi=— > U, (1.4)

’ geSy

auf H®" heilt Symmetrisierungsoperator. Mit ihrer Hilfe definiert
HE™ = P (H®™) (1.5)

den Bosonen-Unterraum von H®" als den Teilraum der Elemente, die sich unter Per-
mutation nicht verdndern. Der symmetrische Fockraum F,(H) tber H wird definiert
durch

FiH) =CoHOHPOHP @ . (1.6)
Der Vektor Q := (1,0,0,...) € Fi(H) heift Vakuumvektor.

Wir werden im Folgenden zwei Spezialfille des symmetrischen Fockraums bendtigen,
den symmetrischen Fockraum iiber C" und iiber C. Der symmetrische Fockraum F(C™)
tiber C™ hat nach Gleichung (1.6) die Form

F(C):=CaC o (C)2a ()P0 -. (1.7)

www.floriankarsten.de



1.2 DER SYMMETRISCHE FOCKRAUM 7

Fiir den symmetrischen Fockraum F, (C) tber C ergibt sich

Fi(C)=CaCaCP¥aCP¥q---
~CeCoCoOCa--- (1.8)
~ (*(IN).

Die Abbildung ¢*(N) 2 (fu)nen — Y., fuhn € L*(R) mit den Hermitefunktionen h,
liefert eine weitere, fiir die Physik wichtige, Isomorphie:

F.(C) ~ L*(R). (1.9)

1.2.1 Physikalische Interpretation: Wenn H der Systemhilbertraum des quantenme-
chanischen Systems ,,Teilchen einer Sorte ist, so beschreibt H®" das System ,,n solche
Teilchen®. Sind diese Teilchen ununterscheidbar, d.h., der Zustand des Systems dndert
sich durch Permutation nicht, so wird dieses Bosonen-System durch H$" beschrieben.
Der symmetrische Fockraum F, (H) ist der Hilbertraum des Systems ,beliebig viele
(nicht unendlich viele) Bosonen in beliebig vielen Zustédnden®. Der symmetrische Fock-
raum iiber C" ist die mathematische Beschreibung des harmonischen Oszillators mit n
Freiheitsgraden bzw. des elektromagnetischen Feldes in n Moden.

1.2.2 Glaubervektoren: Zu jedem v € ‘H wird durch

() = e%”W@% (1.10)

nelN '

ein Vektor in F (#H) definiert. Diese Vektoren heifen Glaubervektoren. In physikalischen
Texten findet man sie auch als kohdrente Zustinde.

1.2.3 Proposition: Es seien e(y)) und e(p) zwei Glaubervektoren aus F, (#). Dann
gilt:

(1) (e(v),e(p)) = exp { (¥, ) — 3l[WI1> = 3llell*} # 0;
(ii) Glaubervektoren sind Einheitsvektoren, d.h., ||e(v)|| = 1;

(iii) {e(v) : ¢ € H} ist total in F(H).
Beweis:

(i) Fiir das Skalarprodukt ergibt sich

(e(¥),e(p)) = <e—%l|w||2 o> %’Q_WHQ D %>

nelN :

www.floriankarsten.de



8 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

LI bl <@¢ at @w >

nelN

_ o s IR el Z e

nelN
— o 3llUl? g—sllell? ol

£ 0.

Glaubervektoren stehen also nie orthogonal zueinander.
(i) [le()||? = (e(), e(v)) = e 2IWlI* =2l o) — o=3llWll® o=3II0II* gllll* = 7,

(iii) Siehe RUEFF [29] bzw. MAHLER in [14].

|
Die Glaubervektoren in F, (C) haben fiir ein a € C die Form
n 2 3
= o3l (Y O _ il o
e(a) =e ge%m e (l,a,@,@,...> , (1.11)
und fiir das Skalarprodukt ergibt sich mit o, 5 € C
1 1
(e () = exp { i - glal = 515 | (112)
1.3 Operatoren auf dem symmetrischen Fockraum
1.3.1 Erzeuger und Vernichter auf F, (H): Fiir ¢ € H definieren wir
AM@) 1T S HET L @ @ Y = Vi (Y1, 0) Y @ @ Py (1.13)
und
AL (o)t HE" — HY e PETTA™ ()0, (1.14)
Es sei D := {(¢0, ¢1,...) € FL(H) : Y, n|ltn||* < oo}. Fiir (10, ¢1,...) € D sind dann
Al)(Wo, 91, ) = (AL ()1, AL (@)n, ) (1.15)
A*(0) (%o, ¥, - ) = (0, AL () o, AL (9)"¥n, - ) (1.16)

abschliefsbare Operatoren mit Abschliissen A(p) und A*(¢). Es ist A(p)* = A*(¢) und
es gelten die kanonischen Vertauschungsrelationen (canonical commutation relations,
CCR)

[Ap), A(¥)] = [A"(¢), A" (¥)] = 0; (1.17)
[A(p), A"(¥)] = (¥, ) L. (1.18)

www.floriankarsten.de



1.3 OPERATOREN AUF DEM SYMMETRISCHEN FOCKRAUM 9

Die Operatoren A(y) und A*(p) heifsen (Bosonen-)Vernichter und (Bosonen-)Erzeuger
fiir den Zustand ¢.

Die Abbildung ¢ — A*(¢) ist linear; die Abbildung ¢ — A(y) ist antilinear, d. h., fiir
alle a, f € C gilt

Aap + y) = a A(p) + B A (Y); (1.19)
Alap + 09) = a A(p) + 5 A(Y). (1.20)
1.3.2 Teilchenzahloperator auf F, (#): Der Operator
N(p) = A"(p)Alp) (1.21)
mit Definitionsbereich
D(N) := {(zpo,wl, L) EFL(H) Y o n?([enl]” < oo} (1.22)

heifit Teilchenzahloperator und miftt die Anzahl der Teilchen im Zustand .

1.3.3 Orts- und Impulsoperator auf F, (#): Die Operatoren

Q) = %m«o) LA Ple) = %

mit Definitionsbereich D(Q) = D(P) := D(A) N D(A*) DO D heiken Ortsoperator und
Impulsoperator fiir den Zustand ¢. Fiir sie gilt die Vertauschungsrelation

[Q(p), P(¥)] = Re (¢, ¢)) il (1.24)

1.3.4 Feldoperatoren auf F(H): Fiir jedes ¢ € H definiert

(Alp) — A*(#)) (1.23)

B(p) = %ws@) A% (p)) (1.25)

einen Operator auf F, (H), den sogenannten Feldoperator mit Definitionsbreich D(®) =
D(A)ND(A*) 2 D. Er ist wesentlich selbstadjungiert, und sein Abschluf wird ebenfalls
mit ®(p) bezeichnet.

Die Abbildung ¢ — ®(¢p) ist iiber R linear, d.h.,

P(sp+ty) =sP(p) +tP(¢) Vs, teR. (1.26)

Fiir die Feldoperatoren gilt die Vertauschungsrelation

[©(p), 2(¢)] = Im ((p, ¥)) il (1.27)

www.floriankarsten.de



10 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Mit Hilfe von Feldoperatoren kann man Erzeuger, Vernichter, Orts- und Impulsope-
rator einheitlich darstellen:

Q) = @(p); P(p) = ®(ip); (1.28)
Alp) = %@(@) Lidlip));  A'(p) = %@(s@) Cidig).  (1.29)

1.3.5 Weyloperatoren auf F, (#): Die Operatoren Q(¢) und P(y) erzeugen fiir alle
s,t € R durch

Us(ip) =9 (1.30)
Vi(p) := @@ (1.31)

unitére, stark-stetige (d. h. in der starken Operatortopologie stetige) Einparametergrup-
pen auf F(H). Fiir diese gelten die sogenannten Weylrelationen

Us()Vi(p) = e Vi(p)Us(). (1.32)

Diese Relationen kann man auch noch allgemeiner behandeln: Fiir jedes ¢ € H definiert
man einen unitdren Weyloperator W (y) durch

W (p) == ), (1.33)
Wiederum wird fir ¢ € R durch
Wi(p) == e ®t0) — (it®(p) (1.34)

eine unitare, stark-stetige Einparametergruppe definiert, die ebenfalls die Weylrelationen
erfiillt:

Wi(p)Wilp) = ™ Wi(9)Ws(p). (1.35)

Schreibt man diese Relationen mit Weyloperatoren, so gilt
W ()W () = et W (o 4 ); (1.36)
W ()W () = e W ()W (). (1.37)

Ein Weyloperator W (y) wirkt auf einen Glaubervektor e(t)) durch

L 1
W(QO)G(’(Z)) _ el\}iRe“wv‘P)) e <w + Zﬁw) X (138)
Auf den Vakuumvektor Q € F, (#H) wirkt der Weyloperator W () durch
1
Wp)Q=eli—Fx=¢], 1.39
19 =c (i) (139

www.floriankarsten.de



1.3 OPERATOREN AUF DEM SYMMETRISCHEN FOCKRAUM 11

und es gilt
(W (), Q) = e llelP/4, (1.40)

Umgekehrt l&kt sich jeder Glaubervektor berechnen, indem man den entsprechenden
Weyloperator auf den Vakuumvektor anwendet:

e(d) = W (—z'\/iw) Q. (1.41)

1.3.6 Die Operatoren in F,(C): Wir werden im folgenden die oben eingefithrten
Operatoren vor allem im Spezialfall H = C bené6tigen.

Die Erzeuger und Vernichter in F,(C) ~ ¢?(IN) werden mit
A* = A*(1); A:=AQ1) (1.42)
bezeichnet und haben folgende Form:

0 01
1 0 0 V2
A= V2 L A= 0 V3 . (1.43)
V3 0 0 -

Ein Vektor, der den n-Teilchenraum beschreibt, ist ein komplexes Vielfaches des Vektors

T, = ( 0 ..., 0, 1 ,0,.. )%, (1.44)
——N— ——TN—
0—te Stelle n—te Stelle

Erzeuger und Vernichter wirken auf z,, folgendermafsen:

0 0
0 . .
1 0 0 0
Afz) = | V2 ¢O§ . =10 | = Vi
_ 0 Vn
: : (1.45)
01 0 X
0 V2 : :
0 Vn—1
A(xn) - 0 \/g : 1 = TLO =vVvn— 1 Tp—1-
0 - 0

www.floriankarsten.de



12 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Der Teilchenzahloperator N := N(1) in F, (C) ergibt sich damit zu

0
1
N=AA= 2 (1.46)
3
und wirkt auf x,, wie folgt:
0 0
0 )
1 0 0
= 2 . — —(n —

N(z,) 5 ] (n—1) (n—1) z,. (1.47)

0

Im symmetrischen Fockraum F, (C) sind A* und A also die aus der Physik bekannten
Erzeuger und Vernichter und es gilt:

1 1
— A+ A*); P=—(A—-A%); 1.48
Q= A+ 4) (A=A (1.48)

1 1
A=—(Q+iP); A= —(Q —iP). 1.49
75(@+iP) 5(@—iP) (1.49)

Die Vertauschungsrelationen lauten hier also

Q. P) =il (1.50)
[A, A*] = 1. (1.51)

Die Operatoren @ und P haben in F,(C) ~ (*(IN) die Gestalt

0 1
: 1 0 V2
Q=—| V2 0 V8 : (1.52)
0 1
-1 0 V2
po_L V2 0 V3 . (1.53)
2 V3 0 -
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1.3 OPERATOREN AUF DEM SYMMETRISCHEN FOCKRAUM 13

1.3.7 Die Wirkung von Erzeugern und Vernichtern auf Glaubervektoren: Der
Vernichter A wirkt auf einen Glaubervektor e(a) € D(A) C F,(C) folgendermafen:

Ae(a) = ae(a). (1.54)

Bewelis:

h 1.
2 o? o? (1.55)
_ bl (a\@_\/g_ )
2! 3!
2 3
= e %‘O{'Q o <1’O{’a_’a_7 )
V21 V3!
=a-e(a)
]

Die Glaubervekoren e(«) sind also Eigenvektoren des Vernichters A zum Eigenwert a.
In der physikalischen Dirac-Notation (FEYNMAN [38]) wird dieser Sachverhalt durch die
Gleichung

Ale(a)) = ale(a)) (1.56)
ausgedriickt. Allerdings findet sich in physikalischen Texten auch noch die Gleichung
{e(a)[ A" = (e(a)| @, (1.57)

die als Eigenwertgleichung fiir den Erzeuger bezeichnet wird. Dies ist nicht richtig. Rich-
tig ist vielmehr, dafs (1.57) ein adjungierter Ausdruck von (1.56) ist: Der Ausdruck (e(a)],
ein sogenannter Bra-Vektor, ist das von e(«) erzeugte lineare Funktional (-, e(«)):

{e(@)] - Fi(C) 3 e(8) = (e(P), e(@)) € C. (1.58)
Dann entspricht (e(a)| A* der Verkettung (-, e(a)) o A*. Somit gilt
(e(a)[ A" = (,e(a)) o A7

(1.59)
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14 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1.4 Spurklasseoperatoren im Hilbertraum

Es sei H ein Hilbertraum und B(#) die Menge der beschriankten, linearen Operatoren
auf H. Es sei By(H) :={T € B:T > 0}.

1.4.1 Die Spur auf B, (H): Es sei (e;);er eine Orthonormalbasis (ONB) von H. Wir
definieren die Abbildung tr durch

tr: B(H) — [0,00], T+ tr {T} := Z (Te;, e;) (1.60)

iel

und nennen sie die Spur auf B, (H). Der Wert der Reihe ist unabhéngig von der Wahl der
ONB von X (REED UND SIMON [26], Abschnitt VI.6). Es gilt also tr {T'} = tr {U*TU}
fiir alle unitdren Operatoren U € B(H).

1.4.2 Die Spur auf 7 (H): Es sei
T(H) = {T € B(H) : tr {\/ﬁ} < oo} (1.61)
die Menge der Spurklasseoperatoren auf B(H). Fiir ein T' € T (H) heifst
T ke i= tr {VT'T | (1.62)

die Spurnorm von T.

1.4.3 Eigenschaften von Spurklasseoperatoren:

(i) Die Spurnorm || - ||, ist eine Norm und (7 (H), || - ||¢») ein Banachraum.
(i) Es gilt ||T]] < ||T|s fur alle T € T (H).

(iii) Die Spur tr auf B, (#H) lakt sich auf T(H) fortsetzen. Es sei (e;);e; eine ONB
von ‘H. Wir definieren die Abbildung tr, die Spur auf 7 (), durch

tr:T(H) = C, Tte{T}:=> (Teje;). (1.63)

el

Die Reihe konvergiert absolut, und der Wert ist unabhingig von der Wahl der
ONB. Es ist [tr {T'}| < ||T||¢, fiir alle T" € T(H).

(iv) Ist 7> 0, so ist VIT*T =T und |tr {T'}| = ||T||ty- Auferdem gilt

tr {TB} =tr{BT} fiir alle T € T(H), B € B(H). (1.64)
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1.4 SPURKLASSEOPERATOREN IM HILBERTRAUM 15

(v) Essei A € B(H) fest, dann ist
T(H) — C, T — tr{AT} (1.65)

eine stetige Linearform auf (7(H), | - |[e). Ist umgekehrt ¢ : T(H) — C eine
beziiglich der Spurnorm stetige Linearform, dann gibt es ein A € B(H) mit

o(T) = tr {AT'} (1.66)
fir alle T € T(H). Wegen ||A|| = ||| := sup{|po(T)| : T € T(H), ||T]]x < 1} ist
B(H) = T(H)* der Dualraum von T (H).

Fiir weitere Eigenschaften der Spurklasseoperatoren und Beweise der obigen Aussagen
siche KUMMERER [10] (Kapitel 2), REED UND SIMON [26] (Abschnitt VI.6) und PAR-
THASARATHY [23].

1.4.4 Dichteoperatoren: Es seien fiir alle i € N ¢; € H,||p:il] = 1, Ay > 0 und
> A = 1. Es sei P, die orthogonale Projektion auf ;. Dann konvergiert die Reihe
¢ :=>". \;P,, in der Spurnorm und es gilt:

(i) PeT(H),®>0,tr{P} =1;
(i) tr{PA} =>", N\ (Agi, ;) fiir alle A € B(H).
Ist T € T(H), T > 0,tr{T} = 1, dann gibt es fiir alle i € IN Vektoren t; € H mit

[||| = 1 und Zahlen p; > 0 mit >, p; = 1 so, dabk 7" = >, 11, Py, und die Reihe in der
Spurnorm konvergiert. Die ; sind als orthonormal wéahlbar.

Der Operator @ := ). \;P,, heift Dichteoperator oder gemischter Zustand. Dichte-
operatoren sind also selbstadjungierte, positve, normierte Spurklasseoperatoren:

SH)={TeTH):T>0,tr{T}=1}. (1.67)

Fiir einen Dichteoperator T' € S(#H) ist die Abbildung
0 :B(H) = C, A p(A) :=tr{AT} (1.68)

ein positives, stetiges und lineares Funktional auf B(H) mit ¢(1) = 1. Es ist sogar
o*-stetig.

1.4.5 Lemma: Ist umgekehrt ¢ ein positives, stetiges und lineares Funktional auf B(#)
mit (1) = 1, so existiert nur dann ein Dichteoperator 7' € S(H) mit p(A) = tr {AT'}
fiir alle A € B(H), wenn das Funktional aufserdem noch normal ist, d. h., wenn es in der
o*-Operatortopologie stetig ist, oder dquivalent dazu p(A) = sup, p(A;), wenn A; * A.
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16 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1.4.6 Geometrie der Dichteoperatoren: Die Dichteoperatoren bilden eine konvexe
Menge, d.h., wenn S und T Dichteoperatoren sind, dann ist fiir alle 0 < A < 1 auch
AS + (1 = AT ein Dichteoperator. Ein Eztremalpunkt von S(H) ist ein Dichteoperator
R derart, dak aus R = A\S + (1 — \)T folgt, daly R =S =T ist.

Die Extremalpunkte von S(H) heifen reine Zustinde und haben die Form einer or-
thogonalen Projektion

Py o= (o, 4) 1, (1.69)

mit ¢ € H und ||| = 1.

Die orthogonale Projektion P, auf den Glaubervektor e(z)) heikt auch kohdrenter
Zustand. In physikalischen Texten findet man hierfiir die Schreibweisen

[9) (9] = [e()) (e(¥)] := Peqw): (1.70)

Zum Beweis der Aussagen iiber Dichteoperatoren siche KUMMERER [10] (Kapitel 2).

1.5 Klassische Zustande im symmetrischen Fockraum

Wir werden im folgenden den fiir diese Arbeit zentralen Begriff entwickeln, namlich

den der klassischen Zustinde. Wir werden dabei der Seminarausarbeitung von BOHRIN-

GER [2| folgen, die sich ihrerseits an DAVIES |7] orientiert.

1.5.1 Lemma: Es sei A € B(F;(C")). Dann ist die Abbildung
C"—C:amtr{AP.y} (1.71)

stetig, beschrankt und positiv.

Beweis: Die Stetigkeit der Abbildung ist klar, da nur stetige Abbildungen verkettet
werden.

Die Beschranktheit gilt wegen

tr {APeay } < [[APeo)ller < [JAI] - [|Peayller = [JAI. (1.72)

Die Abbildung ist positiv, da mit A > 0 gilt:

tr {AP.(0)} = (Ae(a), e(a)) > 0. (1.73)
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1.5.2 Lemma: Es sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf C". Dann ist die Abbildung

¢, B(FL(C") - C: A— tr {AP.o) } dp(a) (1.74)

ein positives, normiertes, normales und lineares Funktional.

Beweis: Die Existenz des Integrals liefern die Stetigkeit und Beschrénktheit des Inte-
granden:

/@n tr{APe(a)} dp(a)| < /@n ‘tr {APe(a)}‘ dp(a)

< [ 1APaw e dite)

(1.75)
<Al [ 1 dp(a)

Die Linearitét ergibt sich aus der Linearitdat der Spur.
Fiir die Positivitiat sei A > 0, dann gilt:

/@ r{AP.o} dnfo) = /@ (Ae(a), e(a)) du(a) > 0. (1.76)

1 N — e’
>0

Die Normiertheit ergibt sich aus der Tatsache, daf eine positive, stetige Linearform
ihre Norm auf der 1 annimmt:

loll = ) = [ wr{aP}aute) = [ (elo).eto)) due) = [ 1ap(e) = 1.
(1.77)

Zum Beweis der Normalitét sei (A;),.; fiir eine Indexmenge I ein monoton fallendes
Netz mit inf; A; = 0. Es sei 0.B.d. A. A; < 1Vi € I. Behauptung: lim; ®,,(4;) = 0.

Wir definieren
fi: € =Ry :am tr{A P} = (Aie(a), e(a)). (1.78)

Da A; schwach gegen 0 konvergiert, gilt lim; f;(a) = 0 Va € C" und 0.B.d. A. f; <
1 Vi € I. Auberdem sind die f; stetig, da sie Kompositionen stetiger Funktionen sind,
namlich a — e(a) — (A4;e(a),e(a)). Nach dem Satz von DINT gilt, daf f; auf jeder
kompakten Menge K C C" sogar gleichméfig gegen 0 konvergiert. Es sei nun € > 0 und
K C C" so kompakt, dafs

u(C"\ K) <e/2. (1.79)
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18 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Wegen der gleichméfigen Konvergenz von f; auf K folgt: Es gibt ein ig € I so, dafs fiir
alle ¢ > 14

filx < 2/2. (1.80)

Somit gilt fiir alle ¢ > 14

[ @dne) = [ gy dnt@)+ [ flo) dute)

<e/2 <1
<e/2u(K) 4+ p(C"\ K) (1.81)
<e/2+¢/2

=&

Da die Abbildung @, ein positives, normiertes und normales lineares Funktional ist,
existiert nach Lemma 1.4.5 ein Dichteoperator o € S(F,;(C™)) so, dak ¢(A) = tr {pA}.
Damit lassen sich nun die klassischen Zustinde definieren:

1.5.3 Satz und Definition: (klassische Zusténde) Essei pein Wahrscheinlichkeits-
maf auf C" und @, wie oben definiert. Dann existiert ein g, € S(F,(C")) mit

@,(T) = tr {0, T} (1.82)
fir alle T € B(F,(C")). Die so gewonnenen Zusténde g, schreibt man abkiirzend als

owi= [ Py dila) (1.8

und nennt sie klassische Zustande.

Beweis: Der Beweis ist eine Anwendung von Lemma 1.4.5. |

1.5.4 Geometrie der klassischen Zustidnde: Abbildung 1.1 zeigt eine optische Hil-
festellung fiir die Geometrie der klassischen Zusténde. Die klassischen Zusténde bilden
eine konvexe Teilmenge des Zustandsraumes S(F(C™)).
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reine Zustande

Zustande
klassische Zustande reine klassische
On = fcn Pre(oy dpp(@) Zustande Py (q)
Zustande

reine Zustande

Abbildung 1.1: Die Geometrie der Zustédnde auf dem symmetrischen Fockraum

Ein reiner (klassischer) Zustand auf F ist ein klassischer Zustand, der die Form P,
fiir ein a € C™ besitzt. Die reinen klassischen Zusténde sind also genau die kohérenten
Zustande. Man kann sich klassische Zusténde also auch als kontinuierliche Konvexkom-
binationen von kohédrenten Zustdnden vorstellen.
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Kapitel 2

P-Darstellung

Wir werden im folgenden die Aussagen iiber die Quasi-Wahrscheinlichkeitsdarstellungen,
wie sie in vielen Physikbilichern zu finden sind, mathematisch formulieren. Die rein phy-
sikalische Formulierung kann man recht tibersichtlich z. B. in GARDINER [63|, CARMI-
CHAEL [61] oder in CAHILL UND GLAUBER [60] nachlesen. Die erste Quasi-Wahrschein-
lichkeitsdarstellung, mit der wir uns beschéaftigen werden, ist die P-Darstellung, die sich
fast automatisch aus unseren mathematischen Voriiberlegungen ergibt.

2.1 Definition und Eigenschaften
Eine typische, physikalische Definition der P-Darstellung findet sich in GARDINER [63]:

»The density operator corresponding to a coherent state |a) is
of course given by |a) («|. It might happen that the variable a
is not well defined, and we may wish to consider an ensemble
of coherent states; that is, we may want to consider a density
operator of the form

0= /an P(a,a”) |a) (af

Diese Darstellung von Dichteoperatoren als Konvexkombination kohéarenter Zustande
mittels Gewichtungsfunktion P(«, a*) heifst P-Darstellung oder nach ihren Entdeckern‘
Glauber-Sudarshan-Darstellung. GLAUBER [67] und SUDRASHAN [80] haben 1963 unab-
héngig voneinander gezeigt, daf eine solche Darstellung fiir eine grofe Klasse von Dich-
teoperatoren p existiert. KLAUDER ET AL. [72| zeigten 1965, dafs die P-Darstellung sogar
fiir jedes p existiert, wenn man fiir P(a, a*) auch verallgemeinerte Funktionen zuléfst.
Dieser Aussage mufs jedoch aus mathematischer Sicht mit Skepsis begegnet werden.
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Bevor wir die P-Darstellung mathematisch formulieren kénnen, miissen wir zunéchst
die einzelnen Begriffe aus der physikalischen Sprache, wie sie sich im obigen Zitat findet,
in die Sprache der Mathematik tibersetzen: Die kohdrenten Zusténde |«) entsprechen
den Glaubervektoren e(«) € F(C). Der zugehorige Dichteoperator |«) (| ist der reine
klassische Zustand Py, d.h. die orthogonale Projektion auf den Glaubervektor e(a).
Mit d?a wird die Integration iiber die komplexe Ebene bezeichnet.

Damit und mit der Definition der klassischen Zustédnde kann man die P-Darstellung
nun mathematisch folgendermafen formulieren:

2.1.1 Definition: (P-Darstellung) Es seien H = C, ¢ € S(F1(C)) ein Zustand auf
dem symmetrischen Fockraum F(C) und p, ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf den Bo-
relmengen von C. Falls p sich als

0= /CPem) dpp () (2.1)

schreiben 1aft, dann nennt man diese Darstellung P-Darstellung. Der Index p des Ma-
fses 1 zeigt an, dak es sich um das zur P-Darstellung gehérende Mafl handelt.

Falls das Maf p, eine Dichte p(a) € L'(C, \) beziiglich des Lebesguemafes A besitzt,
d.h., dpy(a) = p(a) dA(«), dann 1a8t sich der Zustand p folgendermafen schreiben:

0= /p(a) Pe(a) d)\(Oé) (22)
C
Man nennt die Funktion p(«) dann die P-Funktion.

2.1.2 Bemerkung: Diese Darstellung laft sich nur in Zusammenhang mit der Defini-
tion der klassischen Zustande aus Satz 1.5.3 verstehen: Der Ausdruck

0= [D Peoy dpp(a)

(2.3)
isteine Kurzschreibweise furdieGleichungtr {T o} = / tr {TPea) } dpp().
C
mit 7' € B(F(C)). Alle weiteren Gleichungen von dieser Bauart miissen wir dementspre-
chend mit Hilfe der Spur lesen. Auferdem kann man erkennen, dafs gerade die klassischen
Zustande diejenigen Zustéande sind, fiir die eine P-Darstellung existiert.

2.1.3 Unterschied zur Physik: In den physikalischen Texten (z. B. GARDINER [63],
CARMICHAEL [61]) ist in der Regel nur von P-Funktionen die Rede. Der Fall, dak das
Mafs gar keine Dichte bestitzt, wird iibergangen. Selbst in Féllen, in denen aus mathe-
matischer Sicht nur ein Ausdruck mit einem Maf sinnvoll ist, stehen in Physikbiichern
noch P-Funktionen, die aber eigentlich keine mehr sind. Siehe hierzu auch Beispiel 2.2.1
weiter unten.
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2.1.4 Proposition: Die P-Funktion ist normiert, d. h.,

/p(a) dA(a) = 1. (2.4)
C

Dies entspricht der Normierung einer klassischen Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beweis: Da p ein Zustand ist, gilt tr {¢} = 1. Damit ergibt sich:

1 =tr{o} =tr{ol} = /Cp(a) tr { Py} dA(a) = /Cp(a) dA(«). (2.5)

=1

2.1.5 Erwartungswerte normal geordneter Produkte: Es seien A* und A die Er-
zeuger und Vernichter auf F,(C). Dann gilt mit r, s € IN:

(A4 A0} = [ arat dgla) (2.6)
C

d. h., die Erwartungswerte normal geordneter Produkte von Erzeugern und Vernichtern

sind einfach Momente der P-Darstellung. Dabei bedeutet normal geordnet, dak alle Po-

tenzen von A* links von allen Potenzen von A stehen.

Dies ist die fiir die Physik entscheidende Eigenschaft. Wann immer Erwartungswer-
te normal geordneter Produkte von Operatoren von Bedeutung sind, liefert die P-
Darstellung eine einfache Moglichkeit, diese zu berechnen. Ein wichtiges Beispiel hierfiir
ist die Quantenoptik, in der normal geordnete Produkte eine wichtige Rolle spielen und
dementsprechend von der P-Darstellung sehr héufig Verwendung gemacht wird (siehe
z.B. SCULLY UND ZUBAIRY [81|, WALLS UND MILBURN [82]).

Beweis: Aus der Definition der Glaubervektoren auf F,(C) ~ ¢*(IN),

Lol o2 ol
ela) :=e 2% | 1,a,—=, —,... ], 2.7
(0) (Lo e ) (2.7)

ergibt sich die orthogonale Projektion Pe(,) zu
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Mit Hilfe dieser Wirkungen kénnen wir nun den Erwartungswert von (A*)" A® berechnen:

tr {(A*) A0} = /@ tr {(A*)"A* Py} dpsp(c)
(;)/tr {A°Pooy (A"} dpp(e)
c
(Qig) /Cas tr {Pe(a)(A*)r} dﬂp(a) (2.11)

(2.10)

= /aséf tr { Poay} dpy(c)
C —_———

=1

= [ a0 dufa)
C

Bei der Identitdt () haben wir die Invarianz der Spur unter zyklischer Permutation
verwendet.

Eine weitere Moglichkeit, diesen Beweis zu fiihren, liefert die Wirkung des Vernichters
auf die Glaubervektoren aus Gleichung (1.56):

tr {(A*) A%} = /C tr { (A7) A" Peay | dpp(e)
- /c (A7) Ae(), e(a)) dpy(a)
_ / (A%e(a), ATe(a)) dpy(a)

oo r (2.12)
& /Ca (e(a), ATe(a)) dpy(a)
(1.56) / o*a (e(a), e(e)) dpy()
C =1
:/asozr dp, ()
C
[ |

2.1.6 Unterschied zur Physik: In Physikbiichern steht diese Aussage nur fiir die
P-Funktion:

tr {(A*)" A’} = /Cp(oz) a"o’ dA\(«), (2.13)

d. h., die Erwartungwerte normal geordneter Operatoren werden als Momente der P-Funk-
tion verstanden.
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2.2 Beispiele

2.2.1 Reiner Zustand: Fiir einen reinen Zustand der Form P, ) lautet die P-Darstel-
lung

Py = /C Pe(ay ds(a) (2.14)

mit dem Punktmaf dg(a).

Viele Physikbiicher geben auch fiir einen reinen Zustand eine , P-Funktion* an, namlich

die Delta-Funktion
oo falls 8 = a,
pla) =d(a—p) = { ; /5(a) du(e) =1, (2.15)

0  sonst C
doch diese ist nach unserer Definition keine Dichte beziiglich des Lebesguemafses. Eine
Delta-Funktion als P-Funktion miissen wir also als Punktmaft an der entsprechenden
Stelle lesen.

2.2.2 Gibbs-Zustand: In diesem Beispiel geht es um Gleichgewichtszusténde. Befindet
sich ein System mit konstanter Gesamtenergie in einem thermischen Gleichgewicht, so
kann man dieses System durch den sogenannten Gibbs-Zustand beschreiben.

Jetzt konnte man sich dafiir interessieren, wie grof die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,
daf sich ein Einzelsystem in einem bestimmten Energiezustand befindet. Um dies zu
beantworten, kann man sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung anschauen, die zu diesem
Gibbs-Zustand gehort. Ein wichtiges, bekanntes Beispiel fiir solche Verteilungen ist die
Energieverteilung der Wéarmestrahlung, also das Planck’sche Strahlungsgesetz. Wie sieht
also die zum Gibbs-Zustand gehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung aus?

2.2.3 Definition: Der Hilbertraum des harmonischen Oszillators der Energie hw ist
F(C) =~ 2(N). Es wird fw = 1 gesetzt. Der Gibbs-Zustand o(3) auf S(F,(C)) zur
inversen Temperatur § = 1/kT (k ist die Boltzmann-Konstante, T' die absolute Tempe-

ratur) wird definiert durch
0B (S)

o(B) = tr{e P )] (2.16)

wobei dI'; (S) die 2. (symmetrische) Quantisierung 2. Art des Einteilchenoperators S = 1
bezeichnet.

Fiir S = 1 lautet die n-te Stufe der 2. Quantisierung

dr(s), = Se1e---e)+(1eS®1le--- )+ -+ (1®-- 011 5)
— pi®" (2.17)
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2.2 BEISPIELE 27

Der Operator dI', (S) lautet demnach in Diagonalgestalt

(A5 (S))mn = 1 O (2.18)
Damit gilt
oo o0 1
—Bdl' (5)) — -nf _ -8\" _
tr {e I+ }_;e —;(e ) =15 (2.19)
Also sieht die Matrix des Gibbs-Zustandes o(/) folgendermafen aus:
1
e_ﬂ
_ -8 e 2P
o) = (1— ) . (2.20
e 38
Die Matrixelemente dieser Matrix lauten
(0(B)) i = Omn (1 —e77) e, (2.21)
2.2.4 Satz: Der Gibbs-Zustand o(/) mit den Matrixelementen
(0(B))mn = Omn (1 —e™7) ™" (2.22)

ist der klassische Zustand auf F,(C) ~ (?(N), zu dem die Gauk’sche Wahrscheinlich-
keitsverteilung, d. h. die P-Funktion
1

p(z,y) = - (eﬁ — 1) exp {— (eﬁ — 1) (£E2 + y2)} , (2.23)

auf R? gehort.

Beweis: Es sei {e; : ¢;(k) = 0;1} eine Orthonormalbasis des ¢?(IN). Fiir « € C seien
z:= Re(a) und y := Im («). Es sei p der klassische Zustand

0= / 2p(:c,y) Pe(oy dzdy (2.24)
R
mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung
1 1 5 o
p(z,y) = 5_aexpy—ga (> +9*) ;s  a€R. (2.25)
T

Die n-te Komponente des Glaubervektors e(a) lautet
1

(e(a))n = e_%|°‘2ﬁ o, (2.26)
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28 KAPITEL 2. P-DARSTELLUNG

Damit ergibt sich fiir die Matrixelemente des klassischen Zustandes

(0€m,en) (2® +47) ¢ (e(a), €,) (em, e(a)) dz dy

R2

~ o {
Eath

111
" 20 il il Jw

@'
D
>
ko)
/_/H

N | — l\DIl—t [\:>|»—~
H
+
Qd
o
—
Ql
\3_/
—
20
o}
S~—
S~—
3
[a B
S
o,
<

1
exp {—aa (£E2 + y2) } el ara™ dy dy.

Eine Transformation auf Polarkoordinaten mit r? = 22 4+ y? und a = r - €/ liefert

BRONSTEIN [4] 1.1.3.4.2

1 [n! a\—n-1
e [50+9
a2 U }

Dies ist

wenn

(2.28)
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2.2 BEISPIELE 29

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung lautet damit

p(z,y) = %aexp {—%a (a:2 + yQ)}
= %2 (e” — 1) exp {—%2 (e —1) (2* + y2)} (2.29)
= (@~ Dep{- (1) (2 +47)}-

Die P-Funktion ist also die GauR’sche Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R?, wie sie in
Abbildung 2.1 zu sehen ist. |

Abbildung 2.1: P-Funktion des Gibbs-Zustandes

2.2.5 Teilchenzahl-Zustand: Der Teilchenzahl-Zustand |n) (n| = P,y ist die orthogo-
nale Projektion auf den Eigenzustand |n) des Teilchenzahloperators N zum Eigenwert n:

Nn) =n|n). (2.30)

Fiir den Teilchenzahl-Zustand findet sich in physikalischen Texten regelméifsig auch eine
,P-Funktion“, die folgendermaken angegeben wird:

pla) = — clr (i) 5(a). (2.31)

n! Jdada*
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30 KAPITEL 2. P-DARSTELLUNG

Allerdings gibt es kein Wahrscheinlichkeitsmafy, zu dem eine solche Verteilungsfunktion
gehoren wiirde. Selbst mit geméfigten Distributionen existiert keine P-Darstellung fiir
Teilchenzahl-Zustdnde (WALLS UND MILBURN [82]). Dies gilt auch fiir gequetschte Zu-
stinde (squeezed states). Mit anderen Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen, um die es
in den nachfolgenden Kapiteln gehen wird, kann man diese Zustédnde jedoch beschreiben.

2.3 Quantencharakteristische Funktion

Es gibt noch einen weiteren Zugang zur P-Darstellung, den man mittels der sogenann-
ten quantencharakteristischen Funktion erhalt. Dieser Zugang wird uns sowohl bei der
Wigner-Darstellung (sieche Kapitel 3) und der Q-Darstellung (Kapitel 4) als auch bei der
verallgemeinerten Darstellung (Kapitel 5) wieder begegnen.

Das grofste Problem bei der quantencharakteristischen Funktion ist, dafs sie in ver-
schiedenen Biichern auf unterschiedliche aber dennoch dhnliche Art und Weise eingefiihrt
wird. Dies zwingt uns, nur eine Variante zu benutzen, da ein Umrechnen zweier verschie-
dener Zugange ineinander recht uniibersichtlich ist. Wir werden die Formeln verwenden,
die sich in den klassischen Texten von WIGNER [83] und CAHILL UND GLAUBER [60],
aber auch in der recht tibersichtlichen Zusammenfassung von LEE [74] finden.

Fiir die P-Darstellung verwendet man die normal geordnete quantencharakterische
Funktion, die in physikalischen Texten fiir ein z € C folgendermaften definiert wird:

XN(2) = tr {e e o} (2.32)
Der Index N steht hierbei fiir normal geordnet.

Da A* und A unbeschrankte, nicht selbstadjungierte Operatoren sind, machen die
Ausdriicke e?” und e eigentlich keinen Sinn. Man kann sie jedoch mit Hilfe der Baker-
Hausdorff-Formel in folgenden sinnvollen Ausdruck umwandeln:

* _ = *_ = 1 * _ =
ezA e ZA ezA ZA | GQ[ZA ,—ZA]

*_ 3 _1 2 *
_ ezA ZA | e 5 |z[7[A%,A]

2.33
_ o2 ATEA | —3lP(-D) ( )

_ ezA*fEA . e%|z|2
Nun lafst sich die quantencharakteristische Funktion wie folgt definieren:

2.3.1 Definition: Es seien g ein klassischer Zustand, A* der Erzeuger, A der Vernichter
und ® der Feldoperator auf F,(C). Dann heift fir z € C

N (2) == tr {eZA*_EA ezl g}

) (2.34)
= tr {e@(—iﬁZ) o3l g}
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2.3 QUANTENCHARAKTERISTISCHE FUNKTION 31

die normal geordnete quantencharakterische Funktion zum Zustand o.

Diese quantencharakteristische Funktion — spéter werden wir noch weiteren begeg-
nen — ist eine Art Fouriertransformierte des zur P-Darstellung gehérenden Mafes 1,,(v),
bzw. der P-Funktion p(«), falls diese existiert. Eine Art Fouriertransformierte bedeutet,
daf in physikalischen Texten eine Transformation durchgefiithrt wird, die zwar als Fou-
riertransformation bezeichnet wird, der mathematischen Fouriertransformation jedoch
allenfalls dhnelt. Die Transformationen lauten folgendermafen:

) = [ e o)

(2.35)
bzw. N(2) = /Cem_m p(a) dA\(«);
(@) = 25 [ 76 A
) P (2.36)
bzw.  p(a) = p/cemm N (2) dA(2).

Néheres zu diesen Transformationen (man nennt sie auch Fourier- Weyl-Transforma-
tionen) und ihren Zusammenhang mit Fouriertransformationen findet man in WER-
NER [55].

Beweis: Gleichung (2.35) ergibt sich folgendermafen:
N (z) = tr {eZA*’gA ezl Q}

= tr{e“‘*”‘ e3l#” /CPe(a) dup(&)}-

Nach Satz 1.5.3 ist dies

_ /C tr {5 b Py L gy

Wir verwenden die Linearitdt des Erzeugers und die Antilinearitat des Vernichters:

- /ctr {er @0 edl Py b dpy(a)
- /c“ {2 3P Py} diy(a)

_ /C tr {2 b P (o).
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32 KAPITEL 2. P-DARSTELLUNG

Dies 1afst sich als Weyloperator schreiben:

— /Ctr{W (—2\/§z> el# Pe(a)} dpp(e)
:/Ce%MQ <W (—i\/§z> e(a),e(a)> dpu,(a).

Das folgende ist die Wirkung des Weyloperators auf den Glaubervektor:
_ /@ AP (eilVaRe({amtv)) o(a 4 z>,e<a>> djiy(0)
:/CeW|2 (M=) e(a+ 2),e(a)) dpy(a

Das Skalarprodukt zweier Glaubervektoren liefert:

o3l2l? gitm((2,0)) (e(a+ 2),e(a)) duy(a)

@
Wl

|22 e“m«z’a» efé\(a+z)fa‘2+i1m(<a+z,a>) dup<a)

e%|z|2 eilm((z,a)) e \Z\Q—l—zlm( a+z,a)) dup( )

eilm((z,a)) ezlm((a a))+iIm((z,a)) dup( )

(=) gilm((ze) q, ()

(=) dpy (o)

e(za (a,z dﬂp( )

T —— i —

ezo’zféa d,up(oz)
Gleichung (2.36) folgt nach einer dhnlichen Rechnung. |

2.3.2 Der Wechsel in den Ort-Impuls-Phasenraum: Aus mathematischer Sicht ist
eine echte Fouriertransformation der Form

1) = g [0 ) (2.37)

sinnvoller als obige Transformation, da von ersterer viel mehr Eigenschaften bekannt
sind und man sie deshalb viel besser handhaben kann. Man kann auf eine mathemati-
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2.3 QUANTENCHARAKTERISTISCHE FUNKTION 33

sche Fouriertransformation kommen, indem man die fiir die Quantenoptik iibliche kom-
plexe a-Ebene mit den Operatoren A und A* verlafst und stattdessen im Ort-Impuls-
Phasenraum der Quantenmechanik arbeitet, d.h. in der reellen (x,y)-Ebene mit den
Operatoren () und P. Die beiden Ebenen hingen durch

1 .\ 1 o)
1 o . 7—L x_r[/
o= E(ﬂf +iy);  a= 2( Y) (2.39)
und durch
1 . 1 AR
Q= E(A+A ); P = —i 2(A A"); (2.40)
Lo - Lo

zusammen. Eine optische Hilfestellung dieser Transformationen bietet Abbildung 2.2.

Abbildung 2.2: a-Ebene und Phasenraum — Eine optische Hilfestellung
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34 KAPITEL 2. P-DARSTELLUNG

Die P-Funktion p(«) in der a-Ebene hingt mit der P-Funktion p(x, y) im Phasenraum
iiber die Normierung

1= /Cp(oz) dA(a) = /R? p(z,y) dedy (2.42)

zusammen, wobei d\(a) = 1 dz dy. Daraus ergibt sich
o) = 50 (S5t in) (2.43)
o) =2 (J5(a+a) s -a). (241

Fiir die normal geordnete quantencharakterische Funktion y™ (¢, n) auf dem Phasenraum
ergibt sich mit Hilfe der Transformationen

L — . ~_—_Z
' : ——12 z
SZE(ZJFZ% 77—\/5( + 2) (2.46)

die Beziehung zu x~(z) durch
XN (Em) =x" (L(iﬁ - 77))
V2 (2.47)
. {eifQJrinP e (@) Q}.

Die Umkehrung lautet

N = N (aGr2), i

) =i (560 54 ) .
=tr {eZA**EA . e%‘ZR Q}
Dies gilt wegen (2.41), (2.45) und auf Grund der Identitéten
. 1 I
ZAT—ZA = 7(@5 n)A* \/5(—25 —nA
1 , 1 , 1 .
7(15 n) (%(Q - ZP)) - ﬁ(—li — 1) <—2(Q + ZP)) -
% (@ =)@ = iP) + (i +1)(Q +iP)] (249
1 [2@5@ — 2inP)]
= zfQ — P
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2.3 QUANTENCHARAKTERISTISCHE FUNKTION 35

sowie wegen ) )
e+ — g3l (2.50)

Nun kann man die Beziehung zwischen normal geordneter quantencharakteristischer
Funktion und P-Funktion durch eine echte Fouriertransformation auf dem Phasenraum
formulieren:

- 1 —ilex .
pz,y) = —/26 (Cxtm) N(g,m) A€ dn
R

2
47{ (2.51)
. . . 1ig2 2
=13 o—i(Ertmy) (o {eZ£Q+znP k@) Q} dé dn.
™ R2
Und umgekehrt:
XN (&) = / ) (e, y) da dy. (2.52)
IRQ

Eine Ubersicht iiber die beiden Darstellungen (a-Ebene <+ (x,y)-Ebene) findet sich in
Abbildung 2.3. Beide Darstellung finden sich auch in der physikalischen Literatur, z. B.
in LEE [74] und LUISELL [77].

komplexe a-Ebene Ort-Impuls-Phasenraum
aeC (z,y) € R?
A, A* P,Q
fc...d)\(a) ng...d:pdy
pla) P, y)
WN(2) = tr {ezA*féA . eblal? Q} WNE) = tr {ei£Q+inP k(e Q}
p(0) = &5 Joe M) M) ) = g e RN () de

Abbildung 2.3: Vergleich der a-Ebene mit dem Ort-Impuls-Phasenraum

2.3.3 (Quanten-)Charakteristische Funktion und Momente: Nun kann man auch
erkldaren, weshalb die quantenchakteristische Funktion als normal geordnet bezeichnet
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36 KAPITEL 2. P-DARSTELLUNG

wird. In der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie werden charakteristische Funktionen
c(k) als Fouriertransformierte von Wahrscheinlichkeitsdichten d(z) definiert:

c(k) = /IRe“m d(x) du. (2.53)

Aus der charakteristischen Funktion kénnen durch Ableiten die Momente von d(z) ge-
wonnen werden:

dn
Qe c(k)

= (—i)"/}Rx" d(x) dz. (2.54)

Dasselbe kann man in der Quantenwahrscheinlichkeitstheorie tun: Die normal geord-
nete quantencharakteristische Funktion yN(z) ist die Fouriertransformierte der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung p(a). Sie heift normal geordnet, da ihre Ableitung gerade die
Erwartungswerte normal geordneter Produkte von Operatoren liefert:

k=0

87’—}—5

02" 0z¢

87’—}—5

= 9207 tr{ezAtzA'eaZ'Q Q}

tr {(A")"A%0} =

(2.55)

z=0

- /Do/’ozs pla) dA(a).

Die dabei verwendeten Ableitungen % und % sind die sogenannten Wirtingerablei-

tungen. Setzt man z := x + iy, so gelten die Identitéten
0 1 /0 0
S e S I 2.56
0z 2 (8:0 Z@y) ’ (2.56)

0 1/0 .0

Man kann daher so tun, ab ob z und Zz unabhéngige Variablen waren und formal nach
ihnen ableiten. Eine schone, iibersichtliche Darstellung der Wirtingerableitungen findet
sich in MAHLER |[78].

Fiir anders geordnete Produkte gibt es entsprechende quantencharakteristische Funk-
tionen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen, um die es in den folgenden Kapiteln gehen
wird.
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Kapitel 3

Wigner-Darstellung

In dem 1932 verdffentlichten Artikel ,On the quantum correction for thermodynamic
equilibrium® [83] schreibt E. WIGNER folgendes:

,If the wave function ¢ (x; ---x,) is given one may build the
following expression

P(xla-“al‘n;pl)"')pn) =

[e o]

1 n

—00

@Z)(l‘l — yl Ty, — yn) 62i(p1y1+---+pnyn)/h
and call it the probability-function of the simultaneous values
of 1 ---x, for the coordinates and p; - - - p,, for the momenta.
... This expression| was chosen from all possible expressions,
because ist seems to be the simplest.”

Dies ist das erste Auftreten! einer Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie wird seit-
dem als Wigner-Funktion bezeichnet. WIGNERs Darstellung der Quantenmechanik hat
weithin Anwendung in vielen Bereichen der Physik gefunden, insbesondere dann, wenn
Quanten-Korrekturen fiir klassische Gesetze gesucht wurden — wie auch in WIGNERs
Artikel selbst.

Nach der P-Darstellung wollen wir im folgenden auch die Wigner-Darstellung in eine
mathematischere Sprache iibersetzen.

!Eine Fufinote in diesem Artikel besagt jedoch: ,/ This expression was found by L. SZILLARD and the
present author [E. WIGNER] some years ago for another purpose.”
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3.1 Definition und Eigenschaften

3.1.1 Definition: Es seien o ein klassischer Zustand, A* der Erzeuger und A der Ver-
nichter auf 7, (C). Dann heift fiir z € C

XS(Z) — tr {ezA*—ZA Q}

o 3.1
= tr {e@(_“ﬁz) Q} (3.1)

die symmetrisch geordnete quantencharakterische Funktion zum Zustand p. Fiir ein o €
C heifst die Funktion

w(a) = % ™2 S (2) dA(2)
C

1 S . o

— [ T tr {474 o} dA(2) (3.2)
™ Jc

1 o .

— pFa—za tr{ezé(—zﬁz) Q} d)\(Z)

7T2 C

die Wigner-Funktion zum Zustand p.

Umgekehrt 1aft sich die symmetrisch geordnete quantencharakterische Funktion aus
der Wigner-Funktion berechnen:

*(2) = /Cem_m w(a) d\(a). (3.3)

3.1.2 Der Wechsel in den Ort-Impuls-Phasenraum: Wie bei der P-Funktion gilt
auch bei der Wigner-Funktion, daf es aus mathematischer Sicht sinnvoller ist, eine echte
Fouriertransformation durchzufiihren. Mit denselben Transformationen wie in Abschnitt
2.3.2 wechseln wir nun von der komplexen a-Ebene in die reelle (z, y)-Ebene. Die Trans-
formationen lauten wieder

T =—=(a+a); y=—=(a—a); (3.4)

a=—=(r+iy); a=—(z—1iy); (3.5)
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3.1 DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN 39

Q= E(A + A*); P = %(A A*); (3.6)
A= 5(Q+iPy A= (Q-iP) (3.7)
= slie—m 2= (i) (3.5)
£ %(z+z) n:;—;(mz). (3.9)

Die Wigner-Funktion w(«) in der a-Ebene hingt mit der Wigner-Funktion @(x,y) im
Phasenraum wie folgt zusammen:

w(x,y) = %w (%(w + zy)) ; (3.10)
M@:zw(%@m),%@—a)). (3.11)

Fiir die symmetrisch geordnete quantencharakterische Funktion ¥°(¢,7) auf dem Pha-
senraum ergibt sich die Beziehung zu x°(z) durch

. 1.
&) =x° (E(Zf — n)) (3.12)
= tr {eng“”P Q}.

Die Ricktransformation lautet

(3.13)

Nun kann man die Beziehung zwischen symmetrisch geordneter quantencharakteristi-
scher Funktion und Wigner-Funktion durch eine echte Fouriertransformation auf dem
Phasenraum formulieren:

1 —i(&x >
W) = 1 [ @A) de
| R (3.14)
=15 e~z +ny) {1 {ei£Q+inP Q} d¢ dn;
T R2
C€n) = /2 ") () dgdp. (3.15)
R
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40 KAPITEL 3. WIGNER-DARSTELLUNG

3.1.3 (Quanten-)Charakteristische Funktion und Momente: Die symmetrisch ge-
ordnete quantencharakteristische Funktion x°(z) ist die Fouriertransformierte der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung w(«). Sie heifst symmetrisch geordnet, da ihre Ableitung gerade
die Erwartungswerte symmetrisch geordneter Produkte von Operatoren liefert.

8r+s
0z 0z
8r+s

_ /C e w(a) dA(@).

Dabei bedeutet { A"(A*)®}sym den Durchschnitt aller Moglichkeiten, die 7+ s Operatoren
anzuordnen. So gilt z. B. fiir r = 2,5 = 2:
(A2(A)?} oy = % (A2(A%)2 4 AA"AA* + A(A*)2A
FATAAY + ATAATA + (AT)2AY) |

tr {{A"(A")* Joym 0} = X*(2)

z=0

(3.16)

z=0

(3.17)

3.1.4 Zusammenhang zwischen Wigner- und P-Funktion: Die Wigner-Funktion
ist eine mit einer Gaukfunktion ausgeschmierte P-Funktion. Im Phasenraum bedeutet
dies

1
W(x,y) = plx, y) * —e @)
v

1 S (3.18)
- / @) (of ) da’ dy.
]RQ
In der a-Ebene lautet der Zusammenhang
w(a) = pla) * = el
9 ” (3.19)
= ;/Ce_%‘_o‘ p(a’) dA()
Beweis: Vergleicht man
X (& n) = tr {97 o} (3.20)
mit
>~<N(€’T’) = tr {ei§Q+inP . 8%(624_”2) Q}, (321)
so ergibt sich
BEm = (Em) e @, (322)
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Eine Fouriertransformation fithrt zu
L e &z +ny) >~<S(§ 77) dé dn = L/ e &z +ny) Xs(f 77) LE2+9?) df d. (3.23)
47'('2 R2 ’ 47T2 R2 ’
Die Fouriertransformation des Produktes wird zur Faltung:
= L[ et 156 ) dedy (3.24)
47T2 R2 ’
]_ . 1 2 2
_— —i(Ez+ny) —1(E2+70%)
2 Jo e W eTalS T de dn. (3.25)
Also gilt:
1 .
w(x,y) = pla,y) / e iGrm) o m3EH) dg dy (3.26)
47T2 R2
o o ]_ —(1‘2+ 2)
w(l‘ay) :p(x,y)*—e v . (327)
T

Dies ist der Zusammenhang im Phasenraum. Transformiert man (3.27) vom Phasenraum

in die a-Ebene, so erhélt man
1 1
2 (sfata), s -a))
< f

<7 o+ a) 7(@ - a)) x %e%ﬂ)
(a) *
L2

w(a) =

_ 2|a2)

e2lal*

(3.28)

Also wird die P-Funktion in beiden Darstellungen mit einer Gaufs-Funktion gefaltet, um

die Wigner-Funktion zu erhalten.
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42 KAPITEL 3. WIGNER-DARSTELLUNG

3.1.5 Normiertheit der Wigner-Funktion: Die Wigner-Funktion ist normiert, d. h.,
/w(a) d\(«) = 1. (3.29)
C

Beweis: Wir verwenden den Zusammenhang zwischen Wigner- und P-Funktion mittels
Faltung:

() * 2 e~ 2o dx(a)

T

!

[ wtey axa)

pla—a) - 2 e 2P ax (o) dA ()

™

pla—a) - 2 729 A (@) dM ()

™

o—o

(3.30)

——a

3o

o2 /Cp(oz —a') dA\(a) dA().

N

—~
=1

o2l d\(a)

I
a
SRS

I
=

3.2 Beispiele

3.2.1 Reiner Zustand: Fiir einen reinen Zustand der Form P, ) lautet die Wigner-
Funktion

2 2
w(a) = — e 2la=pl", (3.31)

Dies gilt nach der Definition der Wigner-Funktion aus Gleichung (3.2) wegen folgender
Identitéaten:

w(a) = % /@ o2 1 S(2) dA(2)
_ % [T [ Py} aA(2)
- % [ (W (=iv22) Py b arz)
:% [ o (W (=iv22) e(8),e(8)) dA2).
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3.2 BEISPIELE 43

Mit der Wirkung der Weyloperatoren auf Glaubervektoren und dem Skalarprodukt zwi-
schen Glaubervektoren ergibt sich

1 _ _ =
w(a) = P/Cem_m o3l o2B-28 dA(2)
=L [ grtam—aa=B) (3 gy ()
7T2 C
2
_ 2 2app
s

Wir kénnen diesen Beweis auch eleganter fiihren, indem wir die Beziehung zwischen
Wigner- und P-Darstellung einsetzen. Wir falten die P-Darstellung des reinen Zustan-
des P,(g) (siche Beispiel 2.2.1) mit einer Gaufglocke:

2 y
wia) = = [ e d o)

2 ,

— / 672|a7a |2 dﬁ(O/)
™ Jc
2

_ 2 2lapP
s

Die Wigner-Funktion eines reinen Zustandes ist also eine zweidimensionale Gaufs-
Funktion, die um den Punkt 5 mit Varianz 1/2 konzentriert ist.

3.2.2 Gibbs-Zustand: Um die Wigner-Funktion zum Gibbs-Zustand

eiﬁ

o) = (1—e") C (3.32)

zu berechnen, konnen wir auf die schon berechnete P-Funktion

p(z,y) = % (eﬁ —1)exp{— (e — 1) (2 +y%)} (3.33)

zuriickgreifen. Wir verwenden die Beziehung zwischen Wigner- und P-Funktion aus Glei-
chung (3.18):
~ - 1 _($2+ 2)
w(x,y):p(:p,y)*;e Y
1

= _/ o ((@=2")+(@y—y)?) P’y da’ dy'.
™ JR2

(3.34)
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44 KAPITEL 3. WIGNER-DARSTELLUNG

Damit ergibt sich

1 ’ ! 1 ’ /
— % (G/B _ 1) / e—((z—x')2+(y—yl)2) e—(eﬁ—l)(z’2+y'2) dz’ dy/ (335)
T R2

— L anh (g/2) om0/ (2 42),
s

Die Wigner-Funktion des Gibbs-Zustandes, wie sie in Abbildung 3.1 zu sehen ist, hat
also die gleiche Gestalt wie die entsprechende P-Funktion. Die Wigner-Gaufs-Glocke ist
jedoch breiter als die P-Gaufs-Glocke.

Abbildung 3.1: Wigner-Funktion des Gibbs-Zustandes

3.2.3 Teilchenzahl-Zustand: Die Wigner-Funktion zum n-ten Teilchenzahl-Zustand
|n) (n| lautet (WALLS UND MILBURN [82]):

2
w(z,y) = =(=1)"Ly (4(2% + y?)) e 2V, (3.36)
Dabei ist L,(x) das n-te Laguerre-Polynom. Die Wigner-Funktion des Teilchenzahl-

Zustandes |4) (4] ist in Abbildung 3.2 zu sehen. Gut zu erkennen ist, daf die Wigner-
Funktion auch negative Werte annimmt. Wie man eine ,Wahrscheinlichkeitsverteilung”
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Abbildung 3.2: Wigner-Funktion des Teilchenzahl-Zustandes [4) (4|

mit negativen Werten interpretieren kann, ist in FEYNMAN [39] sehr interessant und
anschaulich beschrieben.

3.2.4 Gequetschter Zustand (squeezed state): Die Wigner-Funktion eines gequetsch-
ten Zustandes (squeezed state) (vgl. LEE [74]) mit Parameter s lautet (WALLS UND
MILBURN [82]):

2 1
w(x,y) = —exp (—5 (% + y262“)> (3.37)

Die Wigner-Funktion eines gequetschten Zustandes zum Parameter x = 1 ist in Abbil-
dung 3.3 zu sehen.
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46 KAPITEL 3. WIGNER-DARSTELLUNG

Abbildung 3.3: Wigner-Funktion eines gequetschten Zustandes (k = 1)

3.3 Wigners urspriingliche Formulierung

Die urspriingliche Formulierung der Wigner-Funktion, wie sie in dem einleitenden Zitat
dieses Kapitels zu finden ist, kann man folgendermafien erhalten:

1 , N
w(w,y) = e /]R2 e~iETnY) gy {el QP ol d¢dn (3.38)
— i e~ &z +my) 1. {einPeieriEU/Q Q} dé dn (3.39)
477'2 R2
1 ) ) . . .
=13 e UEatny) o —i€n/2 . {em/2Pez£Q Qe’"/QP} d¢ dn. (3.40)
R2

Man schreibt die Spur in Ortsdarstellung,

= i e—i(£m+ny)e—i£n/2/ <ei’7/2pei§Qgei’7/2px’,x’> da’d¢ dn, (3.41)
47T2 R2 R

und verwendet die Wirkungsweise der Operatoren:

1 . N
=15 [ e e (ola’ = n/2), (' + n/2)) da'dgdy. (3.42)
I8 R3
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3.3 WIGNERS URSPRUNGLICHE FORMULIERUNG 47

Fiihrt man die Integrationen aus und setzt A = 17/2, so erhélt man die Wigner-Funktion
in ihrer urspriinglichen Notation:

1

w(z,y) = - /IRe_Qi)‘y (o(x —A), (x+ X)) dA. (3.43)

WIGNER verwendete die Dirac-Notation und benutzte andere Variablen aber die Gestalt
ist dieselbe:

1 —9
w(x,p) = ;/Re Ziry (x —ylolz +y) dy. (3.44)

Wird in physikalischen Texten die Wigner-Funktion angegeben, so geschieht dies stets
in der Form von Gleichung (3.44).
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Kapitel 4

Q-Darstellung

In dem fiir die Theorie der Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen grundlegenden Arti-
kel ,Density operators and quasiprobability distributions” [60] von K. E. CAHILL und
R. J. GLAUBER wird die Funktion (a|g|a), die heute als Q-Funktion bezeichnet wird,
folgendermafien beschrieben:

,The function (a|p|a), which is infinitely differentiable, cor-
responds to the normally ordered form of the density opera-
tor. Its use as a weight function in an integral expansion of
the density operator is shown to involve singularities that are
closely related to those which occur in the P representation.”

Bei der Q-Darstellung wird versucht, eine Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung zu ent-
wickeln, indem man die Diagonalelemente des Dichteoperators verwendet. Die Q-Darstel-
lung ist die dritte wichtige Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung, die wir mathematisch
formulieren wollen.

4.1 Definition und Eigenschaften

4.1.1 Definition: Es seien p ein klassischer Zustand und e(«) fiir alle a € C die Glau-
bervektoren auf F,(C). Dann heift die Abbildung ¢ : C — R mit

1

om

(0e(a), e(a)) (4.1)

q(a)

die Q-Funktion zum Zustand p.
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4.1.2 Eigenschaften: Wegen

1 =tr{o} =tr{lo} =tr {%/@Pda) dA(a) 9}
e {Poay 0} dX\ (@) = %/ (0e(a), e(a)) dA(a)
C C

™

ist die Q-Funktion normiert, d. h.,

/Cq(oz) d\(a) = 1. (4.3)

Die Q-Funktion ist, im Gegensatz zu P- und Wigner-Funktion, stets positiv:
q(a) > 0. (4.4)
Die Q-Funktion ist also von den bisher betrachteten Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilun-

gen diejenige, die in ihren Eigenschaften einer klassischen Wahrscheinlichkeitsverteilung
am nachsten kommt.

4.2 Beispiele

4.2.1 Reiner Zustand: Die Q-Funktion eines reinen Zustandes der Form P,y lautet

q(o) = % (P.ge(a),e(a))
((e(a),e(B)) e(B), e(a))
(e(), e(B))

L lasr,
s

(4.5)

1
T
1
T
1

Die Q-Funktion eines reinen Zustandes ist also eine Gaulsglocke, die um den Punkt £ mit
Varianz 1 konzentriert ist. Sie ist demnach doppelt so ,breit“ wie die Wigner-Funktion
zum selben Zustand (siche Beispiel 3.2.1).

Dies lafst vermuten, daf die Q-Funktion eine geglattete Wigner-Funktion ist, genauso,
wie die Wigner-Funktion eine gegliattete P-Funktion ist. Dafs dies tatsdchlich so ist, zeigt
die Behandlung der Q-Funktion mittels der quantencharakteristischen Funktion, die uns
iiberdies in Kapitel 5 eine verallgemeinerte Darstellung ermdglicht.
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4.3 QUANTENCHARAKTERISTISCHE FUNKTION 51

4.3 Quantencharakteristische Funktion

Fiir die Q-Darstellung verwendet man die antinormal geordnete quantencharakterische
Funktion, die in physikalischen Texten folgendermafen aussieht:

YA (z) = tr {e_gA A g}. (4.6)

Der Index A steht hierbei fiir antinormal geordnet.

Diese Funktion muft man, wie schon zuvor die normal geordnete quantencharakteri-
stische Funktion, mittels der Baker-Hausdorff-Formel in folgenden sinnvollen Ausdruck
umwandeln:

* _ 3 *_ 3 _1 * _ =
ezA e zZA _ezA ZA'G 2[2A, zA]

*_ 3 1 21 A*
_ ezA ZA eQ\Z\ [A*,A]

4.7
— #AT—ZA e%‘Z‘Q(*l) ( )

zA*—zZA

=e -e’%“zR.

Nun kénnen wir die Q-Funktion {iber die quantencharakteristische Funktion definieren:

4.3.1 Definition: Es seien p ein klassischer Zustand, A* der Erzeuger und A der Ver-
nichter auf F, (C). Dann heift fir z € C

X2 (2) == tr {eZA*_gA ezl g}

- (4.8)
= tr {e@(_“/iz) o3l Q}

die antinormal geordnete quantencharakterische Funktion zum Zustand o. Die Funktion

o) = = [ A )
1

7T2 C

(4.9)

eFa—za 1. {ezA*fEA . ef%\zﬁ Q} d)\(Z)
heifst Q-Funktion zum Zustand p.

Umgekehrt 1aft sich die antinormal geordnete quantencharakterische Funktion aus der
Q-Funktion berechnen:

YAz) = /Cemm q(a) dA\(«). (4.10)
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52 KAPITEL 4. Q-DARSTELLUNG

4.3.2 Aquivalenz der beiden Definitionen: Die beiden Darstellungen der Q-Funk-
tion aus Definition 4.3.1,

1 e s 2
q(a) === / e {eZA —A ool g} dA(2), (4.11)
™ Jc
und aus Definition 4.1.1,
1
dfe) =~ {oe(a),efar), (412)

sind dquivalent.

Beweis: Sei 0 := [ Pe(s) dpp(3) ein allgemeiner klassischer Zustand. Dann gilt fiir die
Definition 4.3.1 der Q-Funktion:

1 Zo—zd zA*—Z —12?
q(a) = /Ce”l tr {e AT=2A ol /CPE(ﬂ) dup(ﬁ)} dA(2).

T2

Nach Satz 1.5.3 ist dies

1 [ a1

= Cem*m /Ctr {eZA AL gmalel? Pe(ﬂ)} du,(B) dA(2)
1 Za—zQu —122 zA*—Z

= Ce ezl Ctr {e Ar—z4 Pe(g)} dpy(B) dA(2)

- / % / 70 omalel” g {247 Py} dA(2) dun(B).
cTm™ Jec
Dies 1a#5t sich mit einem Weyloperator schreiben als:
1 Za—za —1122 .
:/c;/ce -2l tr{W (—zﬁz) Pe(ﬁ)} dA(2) dpy(B)
]' Zo—zQ 1122 .
_ /@ S /@ = 3B (W (—iv/22) e(8),e(8)) dAN(2) dpny(B).

Der Weyloperator wirkt auf den Glaubervektor wie folgt:

I
—a—

1
m

pFa—2G | o= 1a <ei/\/§Re(<57*i\/§Z>) e(B+ 2), e(ﬁ)> dA(z) dpp(B)

[\

g [ e (D (54 2),e(8)) dA(:) dug(B)
1
2

pfa—za | o= 3122 | Gilm((z,8) (e(B+ 2),e(B)) dA(2) du,(B).

[\

——
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Das Skalarprodukt zweier Glaubervektoren liefert:

Za—za (=3l | im((2,8)) | o= 31(B+2) =B +ilm({B+2,8)) d)\( ) dpsp(B)

D

pZa—z6 o~z | Jilm((z,8)) | o= 3|z +ilm((5+2,6)) ) d\(z2) dp,(8)

D

Za—za | e—|z|2 ) eiIm((z,B)) . lIm((B B8))+ilm((z,8)) d)\( ) d,“p(ﬁ)

@

za—za o —[z? | Gilm((z.8)) | oilm((z,8)) d)\( ) dpy(B)

Za—zd | e—|z|2 . eQzIm( (2,8)) d)\( ) d,up(ﬁ)
_ eéafzo? . ef|z|2 . e(%ﬁ)*(ﬁ%) d)\<z) d,up(ﬁ)
— 2l

Za—zo
- e

P AA(2) duy(8)

@)

i
R

e*(@=B=2(a=B) q)\(2) dp,(B)

Il Il
S — et ————

(¢

S —— i —

P dp, (8).

A | H>‘M|H>]M|H>]M|H>‘M|H>]M|H>]N|H>]M|H>]M|H

Dasselbe Ergebnis erhélt man, wenn man die Definition 4.1.1 der Q-Funktion verwendet:
d(a) = (oe(0),e(a))
=2 ( [ Py (el ()
= [ = (Rt c(@) duy(5)

Der Integrand ist die Q-Funktion des reinen Zustandes P, gy aus Beispiel 4.2.1:

Also sind die beiden Definitionen dquivalent. [

4.3.3 Der Wechsel in den Ort-Impuls-Phasenraum: Wie bei der Wigner- und der
P-Funktion gilt auch bei der Q-Funktion, dak es aus mathematischer Sicht sinnvoller ist,
eine echte Fouriertransformation durchzufithren. Mit denselben Transformationen wie in
Abschnitt 2.3.2 wechseln wir nun von der komplexen a-Ebene in die reelle (z, y)-Ebene.

www.floriankarsten.de



54 KAPITEL 4. Q-DARSTELLUNG

Die Transformationen lauten

r=slara)r  y=—s(a-a) (4.13)
o= Jslri)y a= ey (4.14)
Q= E<A+A*) p= m(A A); (4.15)
A= 7(@ LiP), A = %(Q _iP); (4.16)
= sliE—my 2= (i) (4.17)
- %(z+z) n = %(zm). (4.18)

Die Q-Funktion ¢(«) in der a-Ebene héngt mit der Q-Funktion ¢(x,y) im Phasenraum
wie folgt zusammen:

i) =30 (o +in)) (4.19)
gla) = 23 (%(a—i—@),%(a—@)). (4.20)

Fiir die antinormal geordnete quantencharakterische Funktion ¥* (&, n) auf dem Phasen-
raum ergibt sich die Beziehung zu x*(z) durch

oA — A iz _
X(6m) = x (\/5(5 77)) 421)

. {ei§Q+inP R (GaxD Q}_

Die Ricktransformation lautet

=i 56+ 5+ 0)

*_ 3 1 2
:tr{eZA S 1E g}.

Nun kann man die Beziehung zwischen symmetrisch geordneter quantencharakteristi-
scher Funktion und Q-Funktion durch eine echte Fouriertransformation auf dem Pha-

(4.22)
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senraum formulieren:

i 1 it
gz, y) = 4—7r2/26 (Eotm) $A(¢,m) dédn
| R’ (4.23)
- e~ €z M) 4y {ei§Q+inP e 1(E ) Q} d¢ dn;
477'2 R2
e = / e 5z ) dr dy. (4.24)
]RQ

4.3.4 (Quanten-)Charakteristische Funktion und Momente: Die antinormal ge-
ordnete quantencharakteristische Funktion x*(z) ist die Fouriertransformierte der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ¢(«). Sie heilt antinormal geordnet, da ihre Ableitung gerade
die Erwartungswerte antinormal geordneter Produkte von Operatoren liefert.

r *\ S 8r+s A

tr {A"(A")° o} = 9205 x*(z)
_ o dA—ZA ~L]s?

~ 920z tr{e e 9}

(4.25)

- /C o' g(e) d\(@). h

4.3.5 Zusammenhang zwischen Q- und Wigner-Funktion: Die Q-Funktion ist
eine mit einer Gaufsfunktion ausgeschmierte Wigner-Funktion. Im Phasenraum bedeutet
dies

1
q(z,y) = w(z,y) * — e~ @)
T

1 st (4.26)
-~ / ) (! ) ! dy
R
In der a-Ebene lautet der Zusammenhang
2
glo) = w(a) * = e~2ef
5 o (4.27)
= —/8_20‘_0‘ w(a’) dA().
T Jc
Beweis: Vergleicht man
XA(& 77) = tr {eifQ-f—inP . 8_%(624_”2) Q} (428)
mit
X5(&,m) = tr {9 o}, (4.29)
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so ergibt sich

) = B(En) e 1EH)

1 A 1 , 2
_ —i(§z+ny) < d¢dn = —i(Ex+ny) oS 1E2+4n?) ded
PEcl XM(En) dgdn = el X°(&n)-e £dn
1 —i(&x >
= —5 | W B¢, ) dedy
47T R2
1 , L s (4.30)
* —— e~z Hmy) =5 (€407 e dp
47T2 R2
1 .
Q(r,y) = D(x,y) * — / e St =aEH) dg dy
47T2 R2

1
G, y) = w(x,y) * — e @),
v

Dies ist der Zusammenhang im Phasenraum. Transformiert man (4.30) vom Phasenraum
in die a-Ebene, so erhalt man

(7 o+ a) 2(oz - 54)) * % 62la2> (4.31)
(@) *

Also wird die Wigner-Funktion in beiden Darstellungen mit einer Gauf-Funktion gefal-
tet, um die Q-Funktion zu erhalten. Dabei handelt es sich um dieselbe Gaufs-Funktion
wie beim Zusammenhang zwischen Wigner- und P-Funktion. |

4.3.6 Zusammenhang zwischen Q- und P-Funktion: Man kommt von der P- zur
Wigner-Funktion durch Faltung mit einer Gaufs-Funktion und von der Wigner- zur Q-
Funktion durch Faltung mit derselben Gauf-Funktion. Also miiffte man auch direkt von
der P- zur Q-Funktion durch Faltung mit einer Gaufs-Funktion doppelter Breite kommen:

Im Phasenraum bedeutet dies

1
d(x,y) = pla,y) * - e 2+
2
) N (4.32)
= % e —3(@@=2")*+(y—v)?) (') da’ dy'.
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In der a-Ebene lautet der Zusammenhang

ei|a‘2

~ / el p(a’) dA().
C

Dies gilt aufgrund dhnlicher Uberlegungen wie beim Zusammenhang zwischen Q- und
Wigner-Funktion:

(4.33)

Beweis: Man vergleicht

PNE) = tr {ei§Q+inP —5(€4n?) g} (4.34)
mit

() = tr {e’fQ”"P o2 (€ ) Q} (4.35)
und erhalt

e = T (Em) - e,

Dies formt man folgendermafen um:

1 —i(&x o T
ywe e iEm ) SA (€ ) dfdn——/ izt N n) e —3(E+n?) dé¢ dn
™ R2
1
= 5 [ W RN(g, ) dgdn
47T2 IR2
L o~ i&z+my) e*%(£2+n2) d¢ dn
47T2 R2
~ 1 —i(&x 2
dle,) = By s gz [ e e dgay
™ R2
1

d(z,y) = pla,y) * — e 3@,

(4.36)

Um nun noch den Zusammenhang in der a-Ebene herzuleiten, wird (4.36) vom Phasen-
raum in die a-Ebene transformiert:

o) =20 (ot a), 0 -a)
—9 ( (%(a +a), %(a - @)) * % e'aQ) )
— 2 (p(a) + lﬁela?
= p(g) * % el )
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Die Q-Darstellung entsteht also aus der P-Funktion durch Faltung mit einer Gauf-
Funktion. Sie besitzt die doppelte Varianz der Gauf-Funktion, die beim Zusammenhang
zwischen Q- und Wigner-Funktion benutzt wird. [

Die Zusammenhénge zwischen den Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen p, ¢ und w
durch Faltungen mit Gauf-Funktionen unterschiedlicher Varianzen sind in Abbildung 4.1
nocheinmal zusammengefafst.

Abbildung 4.1: Zusammenhang von P-; Wigner- und Q-Funktion mittels Faltung

4.4 Beispiele

4.4.1 Gibbs-Zustand: Um die Q-Funktion zum Gibbs-Zustand
e_ﬁ
e 20

o(B) = (1—e") e’ (4.38)

e 48
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zu berechnen, konnen wir wiederum auf die schon berechnete P-Funktion

o) = - (= Dexp {- (¢ = 1) (22 + 7)) (4:89

zuriickgreifen, indem wir die Beziehung zwischen Q- und P-Funktion aus Gleichung (4.32)
verwenden:

1

§(x,y) = pla,y) * - e 21
2m (4.40)
1 — (=" +(y—v")2) (o ) /1.7 ’
= — e 32 vV p(aly') da dy'.
27T R2
Damit erhalten wir:
; L[ sy Lo (=) +0%) qq’ dy
q(z,y) = 5 e 2 vy —(e —1)e v da'dy
21 JR2 T
L (o (a2 )) o= (I1) () g
:—(e —1) e @) W=y)T) o Y da'd (4.41)
277'2 R2 y
_1 (1 e ) o 2(=)(e4?)
om '

Die Q-Funktion des Gibbs-Zustandes, wie sie in Abbildung 4.2 zu sehen ist, hat also
eine dhnliche Gestalt wie die zugehorige P-Funktion, ndmlich eine Gaufs-Verteilung mit
einer doppelt so grofen Varianz.

4.4.2 Gequetschter Zustand (squeezed state): Die Q-Funktion zum gequetschten
Zustand mit Parameter k lautet (SCULLY UND ZUBRAIRY [81]):

q(z,y) = Wlosh/@ exp (—%(1 — 2\/5)2 ((6_2"i + Da? + (e* + 1)y2)) (4.42)

Die Q-Funktion eines gequetschten Zustandes zum Parameter x = 1 ist in Abbildung 4.3
zu sehen.

4.4.3 Teilchenzahl-Zustand: Die Q-Funktion zum n-ten Teilchenzahl-Zustand |n) (n|
lautet (WALLS UND MILBURN |[82]):

(I‘Q + y2)n e—(x2+y2)

— (4.43)

q(z,y) =

Die Q-Funktion des Teilchenzahl-Zustandes |4) (4| ist in Abbildung 4.4 zu schen; in der
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60 KAPITEL 4. Q-DARSTELLUNG

Abbildung 4.2: Q-Funktion des Gibbs-Zustandes

Abbildung 4.3: Q-Funktion eines gequetschten Zustandes (k = 1)

www.floriankarsten.de



4.4 BEISPIELE 61

Ansicht von unten ist dabei die Nichtnegativitit der Q-Funktion deutlich zu erkennen.

Abbildung 4.4: Q-Funktion des Teilchenzahl-Zustandes |4) (4] von oben und von unten
betrachtet
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Kapitel 5

Verallgemeinerte Darstellung

Die drei Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen p,w und ¢ lieken sich mittels quanten-
charakteristischer Funktion auf ziemlich &hnliche Art und Weise definieren. Wir werden
im folgenden eine verallgemeinerte Darstellung entwickeln, die die P-, Wigner- und Q-
Darstellungen als Spezialfélle enthélt. Danach werden wir diese Darstellung noch erwei-
tern, damit sie auch noch die sogenannte Husimi-Darstellung umfafst.

Solche verallgemeinerten Darstellungen finden sich z. B. in CAHILL UND GLAUBER [60]
und in LEE [74], der bei der gesamten Darstellung des Themas von einer allgemeinen
Form ausgeht.

5.1 Definition und Eigenschaften

5.1.1 Definition: Es seien p ein klassischer Zustand, ) der Orts- und P der Impuls-
operator auf F, (C). Dann heifit fiir £,n,t € R
Xt R = R (6n) = X(&m) =t {e’fQ”"P Lo ANE ) Q} (5.1)

die verallgemeinerte quantencharakterische Funktion zum Zustand p.

Die verallgemeinerte Quasi- Wahrscheinlichkeitsverteilung ft(x, y) wird wie bisher auch
als Fouriertransformierte der quantencharakteristischen Funktion definiert:

¢ 1 —i(éx ~
filw,y) = — [ e & g,(¢,n) d¢dn
417T R? (5.2)
. . . 1
= emilEetmy) ¢ {ez§Q+mP e 1 t=DE ) Q} de dn.
R

Ungekehrt gilt

e = [ e fitey) dody (53
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Die P-, Wigner- und Q-Funktionen ergeben sich in dieser verallgemeinerten Darstel-
lung fiir spezielle Werte des Parameters t:

t=2: fo(z,y) = qlz,y). (5.6)

5.1.2 Unterschied zur Physik: Wenn sich physikalische Texte mit einer verallgemei-
nerten Darstellung beschéftigen, so wird diese meist so gewéhlt, dafs die Q-Funktion zum
Parameter —1, die Wigner-Funktion zum Parameter 0 und die P-Funktion zum Para-
meter +1 gehort. Allerdings wird dadurch der Zusammenhang zwischen den Funktionen
durch Faltung, um den es im néchsten Abschnitt geht, nicht so klar ersichtlich.

5.1.3 Zusammenhang zwischen den Funktionen: Wir haben in den vorhergehen-
den Kapiteln gesehen, dafs die P-, Wigner- und Q-Funktionen iiber Faltungen mit be-
stimmten, zweidimensionalen Gauft-Funktionen zusammenhéngen. Auch bei der verallge-
meinerten Darstellung gilt dieser Zusammenhang: Aus einer gegebenen Funktion fs(x, Y)
kann man die Funktion f,(z,y) mit s < ¢ durch eine Faltung mit einer Gauf-Funktion
berechnen. In Formeln bedeutet dies

f r 1 Ll (22442
ft(xay) = fs(l‘,y) * e t—s( +y )
S 5.7
L — (=22 (y—y')2) F (ol L (5.7)
a (t—s)m e fi(2',y") do" dy'.
_ .
In der a-Ebene lautet der Zusammenhang
2 e
fila) = fo(a) * = e~ sl
2 __2 | _ /‘2 / , (58)
- (t—S)ﬂ/ce = filed) dA(e).

Der Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Funktionen ist in Abbildung 5.1
graphisch veranschaulicht.

Abbildung 5.1: Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Funktionen
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5.1.4 Analogie zur Warmeleitungsgleichung: Wenn man sich ein Bild von der ver-
allgemeinerten Darstellung und dem Zusammenhang mittels Faltung machen méchte,
kann man sich die Analogie zur Warmeleitungsgleichung klarmachen: Man kann sich die
verallgemeinerte Funktion ft(x, y) als zweidimensionale Warmeverteilung vorstellen. Sie
erfiillt die partielle Differetialgleichung zweiter Ordnung

of(x, 0? 9%\ -
flwy) _ 1 (@ +@) Filz,y). (5.9)

ot 8

Dies ist eine Form einer Warmeleitungsgleichung, in der ft(x, y) die Rolle der Temperatur
am Punkt (x,y) zur Zeit ¢ spielt. Die Faltung aus Gleichung (5.7),

. . 1

fila,y) = Fu(z,y) * o @) (5.10)

(t—s)m ’
beschreibt die Warmeverteilung zum Zeitpunkt ¢ bei vorgegebener Warmeverteilung zu
einem fritheren Zeitpunkt s.

Nun ist auch klar, weshalb sich die Q-Funktion viel geméfigter verhélt als die P-
Funktion: Die Singularititen der P-Funktion werden, ebenso wie extreme Temperatur-
verteilungen, durch Faltung geglittet. Bei der Warmeleitung mufs man dazu einfach
warten, bei den Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilungen mufs man zu einer Funktion mit
einem groferen Parameter t iibergehen.

Die Normiertheit und Positivitdat einer Quasi-Wahrscheinlichkeitsverteilung bedeutet
im Bild der Warmeleitungsgleichung, daf eine positive Warme der Menge 1 auf der
Ebene verteilt ist. Da sowohl die Postivitat als auch die Warmemege 1 zu jedem spéteren
Zeitpunkt erhalten bleiben, gilt diese Aussage auch fiir die Quasi-Wahrscheinlichkeits-
verteilungen.

5.1.5 Unterschied zur Physik: Wahlt man, wie in den meisten physikalischen Texten,
die verallgemeinerte Darstellung so, daf die Q-Funktion zum Parameter —1, die Wigner-
Funktion zum Parameter 0 und die P-Funktion zum Wert +1 gehort, so ist die Analogie
zur Warmeleitungsgleichung etwas seltsam: Hier gehort der Parameter ¢ der Funktion
ft(x, y) zur ,negativen” Zeit der Warmeleitungsgleichung. Um dieses zu vermeiden, haben
wir die verallgemeinerte Darstellung anders definiert.

5.2 Verallgemeinerte Darstellung in der a-Ebene

Um von den oben entwickelten Formeln im Phasenraum auf Formeln in der komplexen a-
Ebene zu kommen, miissen wieder die {iblichen Transformationen durchgefiihrt werden.
Dies liefert die verallgemeinerte quantencharakterische Funktion zum Zustand o in der
a-Ebene:

X (2) i==tr {eZA*_EA Lozt Q}. (5.11)
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Die verallgemeinerte Quasi- Wahrscheinlichkeitsverteilung fi(a) lautet somit

1 Zo—zQ
fla)i= = [ 7 () @)
. ¢ (5.12)
- QP2 {ezA*—EA o B=D)2P? Q} dA(2).
C
Umgekehrt gilt:
() = /@ 5 f,(a) dA(a). (5.13)
Fiir P-, Wigner- und Q-Funktionen gelten dieselben Parameter ¢ wie oben:
t=0: fola)=pla); (5.14)
t=1: fi(a)=w(a); (5.15)
t=2: fa(a)=q(a). (5.16)

Aus einer gegebenen Funktion f(a) kann man die Funktion f;(«) mit s < ¢ durch
folgende Faltung berechnen:

2
—=lal?)

fi(a) = fi(a) *

2 /C e~ sl () dA(of).

(t—s)m

(t=s)m (5.17)

5.3 Noch allgemeiner (Husimi-Darstellung)

Die Husimi-Funktion h,(z,y) ist eine verallgemeinerte Q-Funktion. Sie entsteht dadurch,
daft man die Wigner-Funktion mit einer Gauf-Glocke faltet, die in z- und y-Richtung
unterschiedliche Varianzen besitzt. Die unterschiedliche Varianz wird durch eine Variable
k € R gesteuert:

1
he(z,y) = @2, y) * — e @/
T

_1 / o~ (o= o= P0) a0 o) da dy'
™ JR2

(5.18)

Daher ist die Husimi-Darstellung immer dann von Vorteil, wenn man gequetschte
Zustande (squeezed states) untersucht. Ein Beispiel hierfiir findet man in APPLEBY [56].
Wir werden nun die verallgemeinerte Darstellung so erweitern, daf man mit ihr auch
noch die Husimi-Funktion beschreiben kann.
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5.3.1 Definition: Es seien p ein klassischer Zustand, () der Orts- und P der Impuls-
operator auf F, (C). Dann heifst fir £,7,t,k € R

Xew : BT = R (61) = Xy ul&om) =t {eiéQ”"P o A DE ) Q} (5.19)
die verallgemeinerte quantencharakterische Funktion zum Zustand p.

Die wverallgemeinerte Quasi- Wahrscheinlichkeitsverteilung ftv,.i(x,y) wird wie bisher
auch als Fouriertransformierte der quantencharakteristischen Funktion definiert:

r 1 —i(€x ~
fonlwy) =— [ e & g, (& n) dédn

=13
o (5.20)
S e~ & +my) tp {ei§Q+inP e~ 1= /nt’r) Q} d¢ dn.
47T2 R2
Ungekehrt gilt
Talbem) = [ ) (o) dody (5.21)
R2

Die P-, Wigner- und Q-Funktionen ergeben sich in dieser verallgemeinerten Darstel-
lung fiir spezielle Werte des Parameters ¢:

t=0,k=1: foi(z,y)=p(z,y); (5.22)
L= 17 k=1: fl,l(xvy) = ~<l’,y); (523)
t=2k=1: for(z,y) = 4(z,y). (5.24)

Fiir die Husimi-Funktion iLH(ZL‘, y) als verallgemeinerte Q-Funktion setzt man also ¢t = 1
und lafst x beliebig:

t=—1,keR: forlz,y)=he(z,y). (5.25)
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