»Der Wendepunkt der Kurve ist der Hochpunkt* -

Kurvendiskussion an individuellen Vorstellungen orientiert

Florian Karsten (Vorversion des 2011 in PM erschienenen Artikels. Praxis der Mathematik in der
Schule 40, S. 25-30).

Dieser Beitrag gibt einen Einblick in den Mathematikunterricht einer 11. Gymnasialklasse zum Thema
,.Kurvendiskussion®. Der hier vorgestellte Unterricht wird durch drei Hauptmerkmale charakterisiert:
Die Kurvendiskussion wird nicht als Untersuchung einer einzigen Funktion angelegt, sondern als Mit-
tel zur Klassifikation vieler Funktionen nach bestimmten Eigenschaften. Der Unterrichtsgang orien-
tiert sich an den Vorstellungen und Prikonzepten der Lernenden. AuBerdem werden an vielen Stellen
Ansiétze des dialogischen Unterrichts verwendet, insbesondere um durch die Verschriftlichung der
Lernwege Einblick in die individuellen Vorstellungen zu erhalten.

Kurvendiskussionen frustrieren viele Schiilerinnen und Schiiler: Sie arbeiten mechanisch Regeln ab,
die sie nicht verstehen. Sie lernen Begriffe wie Vokabeln, ohne sie in Bilder oder normale Sprache
iibersetzen zu konnen. Vor allem aber verstehen sie nicht, was der Sinn der Kurvendiskussion im Ma-
thematikunterricht sein soll.
Dieser Sinn darf nicht im alleinigen Einiiben technischer Rechenfertigkeiten bestehen, wenn die
Lernenden hierbei kein inhaltliches Verstindnis aufbauen. Gerade aus Sicht der Didaktik geht es um
einen verstdndnisorientierten Zugang, den Aufbau inhaltlicher Vorstellungen und eine Orientierung an
den Vorstellungen der Lernenden. Als sinnvolles Ziel der Kurvendiskussion formulieren Hahn und
Prediger (2008) beispielsweise ,,Bestand und Anderung, Extrem- und Wendepunkte als mathematische
Konzepte zur Erfassung und Beschreibung der charakteristischen Momente von Wachstums- und Ver-
dnderungsprozessen zu begreifen und aktivieren zu konnen.*
Im Folgenden wird ein vorwiegend innermathematischer Unterrichtsgang in einer 11. Klasse eines
neunjdhrigen Gymnasiums beschrieben. Ich habe dabei versucht, die oben genannten Frustrationen
dadurch zu vermeiden, dass ich den Unterricht stark an den Vorstellungen der Schiilerinnen und Schii-
ler orientiert habe. Den Anstof3 dafiir gaben drei personliche Erfahrungen:
= Im Studium habe ich die Kurvendiskussion als Paradebeispiel fiir mathematische Begriffsbildung
kennengelernt. Dadurch steht nicht mehr die Kurvendiskussion einer Funktion im Vordergrund,
sondern die Klassifikation vieler Funktionen nach bestimmten Eigenschaften.

=  Der dialogische Unterricht hat mir — insbesondere durch die Verschriftlichung der Lernwege — die
Moglichkeit erdffnet, den Lernenden beim Nachdenken iiber Mathematik zuschauen zu kénnen —
und dadurch von ihnen auch zu lernen.

= Die Orientierung an individuellen Vorstellungen war mir im Rahmen des Physikunterrichts immer
wieder eine grof3e Hilfe, um besser zu verstehen, wo Lernende Schwierigkeiten haben.

In der Physik sind mit Schiilervorstellungen (sog. Prakonzepten) Alltagserfahrungen und Vorstellun-
gen zu Phidnomenen und Prinzipien gemeint, mit denen die Lernenden in den Physikunterricht kom-
men, die aber den physikalischen Konzepten oft widersprechen (Miiller / Wodzinski / Hopf 2004).
Diese (Fehl-)Vorstellungen verhindern das Lernen neuer physikalischer Sachverhalte, wenn die Ler-
nenden diese Sachverhalte nicht mit ihren fest verankerten Prakonzepten vereinbaren konnen. Damit
der Physikunterricht funktionieren kann, muss sich die Lehrkraft solchen Prikonzepten nicht nur be-
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wusst sein, sondern sie muss diese auch von den Schiilerinnen und Schiiler aktiv erfragen, den Unter-
richt daran ankniipfen und zusammen mit den Lernenden den Konzeptwechsel (conceptual change),
weg von den vorhandenen Vorstellungen, hin zu physikalischen Vorstellungen, angehen (Duit 1993).
Dass diese Sicht auch fiir die Mathematikdidaktik instruktiv sein kann, wird im Einfithrungsartikel
dieses Heftes dargestellt und liegt auch diesem Artikel als Ausgangspunkt zugrunde. Konkret waren
mit dem hier vorgestellten Unterrichtsgang folgende Hoffnungen und Ziele verbunden:
= Die Lernenden kdnnen verstehen, wie man Bilder, innermathematische Sprache und Formeln inei-
nander iibersetzen kann, wenn man diese Ubersetzungen in vielfiltiger Weise anregt und den Ler-
nenden auch genug Zeit dafiir lésst.
= Die Eigenschaften der Funktionsgraphen werden dann nachvollziehbar, wenn die Lernenden diese
selbst finden.
= Die Lernenden beginnen mit einer anschaulichen Funktionsuntersuchung, erfinden eigene Fachbe-
griffe, tauschen sich mit anderen iiber deren Nutzen aus und einigen sich erst am Ende auf Voka-
beln, die fiir alle eine Hilfe sind.

Damit ist die Kurvendiskussion auf einer anschaulichen und sprachlichen Ebene moglich; die formale,
rechnerische Kurvendiskussion erfolgt erst im Anschluss. Um die Kurvendiskussion zu motivieren,
wird dem Unterrichtsgang eine zentrale Frage vorangestellt, die sich auf den mathematischen Aspekt
der Klassifikation bezieht: Wie viele Funktionen gibt es? Natiirlich konnte man diese einfach mit ,,un-
endlich viele® beantworten. Versucht man sich aber an einer ausfiihrlicheren Antwort, so st6fit man
schnell auf die weiterfiihrende Frage, in welche Klassen man Funktionen einteilen kann (ganzrationa-
le, exponentielle, ...) und welche Eigenschaften bei der Unterscheidung helfen (monoton, symmet-
risch, ...). Die Suche nach einer Klassifikation liefert damit den AnstoB fiir viele neue Begriffe, Kon-
zepte und Vorstellungen.

Der Unterrichtsgang

Der Begriff der Funktion war den Lernenden bereits aus fritheren Schuljahren bekannt. Einen ersten
Eindruck seiner historischen Entwicklung kann eine Folie wie in Kasten I ermoglichen. Dabei soll im
Vordergrund stehen, dass sich der Funktionsbegriff iiber viele Jahrhunderte entwickelt und dadurch
verdndert hat.
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Die Entwicklung des Funktionsbegriffs

14. Jhdt.: Nicole Oresme (Bischof von Lisieux)
Graphische Veranschaulichung einer linearen Funktion; dabei Verwendung von Abszisse und Ordina-
te; Erkenntnis: eine Funktion kann durch eine Kurve dargestellt werden.

17. Jhdt.: Gottfried Wilhelm von Leibniz
Erste Erwahnung des Wortes ,functio®.

18. Jhdt.: Johann Bernoulli (Erste Definition)
Man nennt Funktion einer veranderlichen Grolle einen Ausdruck, der auf irgendeine Weise aus der
veranderlichen GroRe und Konstanten zusammengesetzt ist.

19. Jhdt.: Lejeune Dirichlet
Steht eine Variable y so in Beziehung zu einer Variablen x, dass zu jedem numerischen Wert x ge-
mal einer Vorstellung ein eindeutiger Wert y gehdrt, so heift y eine Funktion der Variablen x.

20. Jhdt.: Nicolas Bourbaki

Eine linkstotale und rechtseindeutige Relation (f,A,B) heift eine Abbildung von A in B oder eine Funk-
tion von Ain B.

Kasten 1: Folie zur historischen Entwicklung des Funktionsbegriffs

Wenn das dialogische Lernen der Klasse unbekannt ist, sollte vorab eine Anleitung und Einfithrung

wie in Kasten 2 gegeben werden (Gallin 2008). Dabei ist zu betonen, dass die folgenden Auftrage jede

einzelne Schiilerin bzw. jeden einzelnen Schiiler herausfordern sollen, selbststindig iiber Mathematik

nachzudenken.
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Informationen zum Experiment

Dieses Experiment ist nicht dafiir gedacht, Sie zu qualen, sondern Sie herauszufordern,

selbststandig Gber Mathematik nachzudenken. Daher sollen Sie mdglichst allein an den

Auftragen arbeiten und sich nur zur Not (wenn Sie gar nicht mehr allein weiterkommen

wiirden) mit den anderen austauschen. Das bedeutet auch, dass alles vielleicht etwas

langsamer voran geht als gewdhnlich; aber ich hoffe, dass dafiir mehr bei Ihnen hangen bleibt

— das spart langfristig natrlich viel Zeit und Arbeit.

Sie sollen also die Auftrdge bearbeiten und dabei einen eigenen Heftaufschrieb verfassen!
Diesen Aufschrieb werde ich und/oder lhre Mitschiilerinnen und Mitschiiler lesen und evtl. korrigieren.

Beim Schreiben verlangsamen und klaren sich die Gefiihle und Gedanken, nehmen
Gestalt an und fordern zur Stellungnahme heraus. Wer schreibt, bernimmt in
besonderer Weise Verantwortung fiir seine Position, 6ffnet sich der Kritik.

Wie fertigt man sinnvolle und gut lesbare Aufschriebe an?
Damit andere — und auch Sie selbst als wichtigster Leser — im Nachhinein Ihre Gedankengénge
nachvollziehen kdnnen, sollten Sie ein paar grundsatzliche Regeln beherzigen:

1. Geben Sie Ihren Aufschrieben eine klare Struktur!
* Das Datum und die zentrale Frage aufschreiben.
Zwischeniiberschriften: ,Ubungsaufgaben®, ,Skizzen*, ,Voriiberlegungen®, ,Einige
Gedanken zum Thema*“, ,Zusammenfassung®, ...
*  Wichtige Erkenntnisse und Endergebnisse einrahmen oder auf andere Art
hervorheben.
*  Fir spatere Anmerkungen und Ergénzungen eine andere Farbe verwenden,
und evtl. schon vorher genligend Platz dafir lassen.
2. Leserlich und Ubersichtlich schreiben! (Das ist ja wohl klar, oder?)
3. Einen Rand fir Anmerkungen und Korrekturen lassen!
4. Mdglichst klar und eindeutig formulieren!
* Lieber zu ausflhrlich als zu knapp.
* Lieber kleinschrittig als zu viele Gedankenspriinge.
*  Wenn mdglich, ergdnzen Sie lhre Gedanken immer durch Skizzen oder Bilder.

Wie korrigiert man Texte von Mitschiilerinnen und Mitschiilern?
Da Sie die Texte Ihrer Mitschlerinnen und Mitschiler nicht auf inhaltliche Richtigkeit tberprifen
kdnnen, kdnnten Sie nach folgenden Gesichtspunkten vorgehen und am Rand (mit Bleistift)
Anmerkungen aufschreiben:

* Finden Sie schnell Stellen im Text, die Sie interessieren oder die Sie fir wichtig halten?

*  Warum ja? Warum nicht? Eigener Vorschlag?

*  Wo konnten Sie den Ausflihrungen gut folgen und warum?

*  Wenn Sie etwas nicht verstehen, notieren Sie Ihre Fragen am Rand.

*  Welche Gedanken interessieren Sie besonders? Was fanden Sie besonders gelungen? Was

war am Text besonders gut? Was ist verbesserungsbedirftig? Warum?
* |st der Gesamteindruck eher positiv oder eher negativ? Warum?

Kasten 2: Informationsblatt zur Arbeitsweise
Die Kurvendiskussion ist mit einer Unmenge an Fachbegriffen verbunden, deren Sinn meist erst im

Riickblick verstanden wird. So wird die zweite Ableitung erst im Zusammenhang mit dem Kriim-
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mungsverhalten wirklich interessant. Und auch Steigung, Stetigkeit und Monotonie ergeben fiir viele
Lernende erst bei den Kriterien fiir Extrem- und Wendestellen einen Sinn.

Der Unterrichtsgang begann mit einem ,,Spiel, bei dem sich die Klasse in Dreierteams gegenseitig
Funktionsgraphen ,,diktierte®, also mit eigenen Worten beschrieb. Die Lernenden erhielten kleine
Kértchen mit Graphen, vgl. Abb1, und sollten sich diese gegenseitig so gut beschreiben, dass die nach-
zeichnende Person den Graphen zeichnen konnte, ohne das Original zu sehen. Ein mdglicher Arbeits-
auftrag ist in Kasten 3 zu finden. Der Sinn dabei ist das Erfinden eigener Vokabeln, die Eigenschaften
und besondere Punkte von Schaubildern charakterisieren. Die mathematische Sprache entwickelt sich
also beim Sprechen als Hilfe, Vereinfachung und Prézisierung. Dass Lernende in der Lage sind,
selbststindig mathematische Begriffe zu erfinden — und nicht nur in von der Lehrkraft vorgegebenen
Portionen zu entdecken —, zeigt schon HuBmann (2001).

1(x) f(x)

Abb. 1: Beispiele zum Spiel ,, Funktionen diktieren
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Arbeitsauftrag: ,,Funktionen diktieren - Ein Spiel“
— Bilden Sie 3er-Teams. Das Team besteht aus
— Beschreiber;
— Nachzeichner;
— Beobachter.
— Beschreiber
— wahlt aus den Beispielen einen Funktionsgraphen aus;
— beschreibt das Schaubild mit Worten so genau wie méglich.
— Nachzeichner
— kann das Original nicht sehen;
— darf nicht nachfragen;
— zeichnet den Graphen nach der Beschreibung so exakt wie méglich.
— Beobachter
— sieht das Original und die Kopie;
— achtet auf Missverstandnisse und auf Benutzung der Fachsprache;
— bespricht dies am Ende einer Runde mit den beiden anderen.

Kasten 3: Erster Arbeitsauftrag ,, Funktionen diktieren — Ein Spiel

Grundsitzlich kann das Spiel ,,Funktionen diktieren* auch mit solchen Funktionsgraphen gespielt
werden, die von den Lernenden selbst erfunden worden sind. Es hat sich jedoch gezeigt, dass diese
Graphen oft nicht alle Eigenschaften aufweisen. So fehlen dann Symmetrien, Unstetigkeiten oder
Asymptoten, weil sich die Lernenden nur an den bekannten, einfachen Beispielen aus den zurticklie-
genden Klassenstufen orientieren.

Der nichste, zweite Arbeitsauftrag, vgl. Kasten 4, diente dazu, dass sich jede Schiilerin bzw. jeder
Schiiler selbststdndig — also zum Beispiel als Hausaufgabe oder in Einzelarbeit — iiber die benutzen
Vokabeln und Eigenschaften Gedanken macht und ihren Nutzen bewertet. Die Fragen 3 und 4, in de-
nen nach Eigenschaften gefragt wird, die am besten bzw. am wenigsten gefallen, sind bewusst offen
gehalten, um eine individuelle Stellungnahme anzuregen. Hier kénnen beispielsweise Asthetik oder
Klarheit, aber auch humorvolle Bezeichnungen oder kreative Begriffe ein Kriterium sein. Wichtig ist
nur, dass sich die Lernenden intensiv und kreativ mit den Begriffen auseinandersetzen. Die ersten vier
Fragen sind so formuliert, dass jede und jeder — unabhingig vom mathematischen Kénnen und Vor-

wissen — eine eigene Antwort formulieren kann.

Arbeitsauftrag: ,,Funktionen charakterisieren

Wahrend des Spiels ,Funktionen diktieren* haben Sie Begriffe benutzt, manche sogar neu erfunden und viel iber
Funktionsgraphen gesprochen. Bestimmt haben Sie Vokabeln und Eigenschaften gefunden/erfunden, die fiir
andere Personen in der Klasse hilfreich sind. Teilen Sie daher lhre Erfindungen den anderen mit — und zwar am
besten schriftlich.

Zentrale Frage: Es gibt viele Funktionen — wie kann man sie unterscheiden bzw. charakterisieren?

1. Welche Funktionen waren leicht zu beschreiben — und warum?

2. Welche Funktionen waren schwierig zu beschreiben — und warum?

3. Welches war die Vokabel bzw. die Eigenschaft, die Innen am besten gefallen hat?

4. Welches war die Vokabel bzw. die Eigenschaft, die Ihnen am wenigsten gefallen hat?
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5. Versuchen Sie, die Vokabeln bzw. Eigenschaften, die lhnen am nitzlichsten erscheinen, maglichst ibersicht-
lich darzustellen.
6. Wie wirden Sie die folgende Frage beantworten: ,Wie viele Funktionen gibt es?*

Kasten 4: Zweiter Arbeitsauftrag ,, Funktionen charakterisieren

Abb. 2 und Abb. 3 zeigen Ausschnitte aus den Antworten von Lisa und Paul (Namen gedndert). In
beiden Antworten auf Frage 1 wird deutlich, dass geldufige Bezeichnungen, die der Klassifikation
bestimmter Funktionstypen dienen, eine grofle Hilfe darstellen, ,,da sie schon bekannt waren und man
sie beim ,Namen‘ nennen konnte*, vgl. Abb. 3. Diese Klassifikation ist ja auch ein wesentliches Ziel
der gesamten Unterrichtseinheit.

Es ist schon zu sehen, dass auch die Schiilerinnen und Schiiler selbst dieses Ziel erkennen. In Pauls
Antwort auf Frage 5 sind bereits sehr viele Begriffe enthalten, die fast schon die gesamte Kurvendis-
kussion umfassen: ,,Gerade, Parabel, Hyperbel*“ (also Funktionstypen); ,,steil, flach* (also Steigung
bzw. Ableitung); ,,parallel” (also Asymptoten); ,,Hiigel, Tal, Schlucht, Berg* (also Extrempunkte und
Kriimmungsverhalten). Gerade die letztgenannten Begriffe machen deutlich, wie hilfreich Lernenden
gerade fachfremde Begriffe sein konnen. Der ,,Berg® ist natiirlich hoher als der ,,Hiigel*, und in der
»Schlucht® fallt die Kurve steiler ab als im ,,Tal“. Zudem &uflert sich in dieser Wortwahl auch die Vor-

stellung, dass Funktionsgraphen gerne als Seitenansicht von Landschaften interpretiert werden.

Rentrale Froge: €S adiot vide Funuhonen
—wie honn vuon ge  untersdneiden bw.
dharolesidemn e
A. LRIdne FunLoNEeN wxoren kRidit 2u be-
sn@boeh - und apfu e
Auwr tadhredon sxason  die Sdhaukudy,
die  Streduen oder einfodhe Rarooeln
reiale | dier Lonnk wan einfbchshen
wit dan B JRumpd* oder duth
die rohlencere anggben.
Y. Leddnes waf die , Vollabdl” prw. due SIS
S¥afY, die wuif Qe agfallen hax %
Dos « pambelfGruige’ war nicht tuwwwer
ass ossteon waurzosekzen , da nidcht
Awund agsoof word &Y, in wekhe Ridh-
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bscy. s

Abb. 2: Ausschnitt aus der Antwort von Lisa
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Abb. 3: Ausschnitt aus der Antwort von Paul
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Abb. 4: Drei Schiilerantworten auf die Frage ,, Wie viele Funktionen gibt es? *

Besonders interessant waren die Antworten auf die letzte Frage nach der Anzahl der Funktionen,
die in Abb. 4 dargestellt werden. Insbesondere die letzte der drei Antworten beschreibt treffend die
Klassifikation von Funktionen: Es gibt sehr viele verschiedene einzelne Funktionen — genauso wie es
sehr viele verschiedene einzelne Tiere gibt; dennoch kann man sie nach gewissen iibereinstimmenden
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Merkmalen zu Gruppen zusammenfassen und so den Uberblick behalten. Solche "Perlen" — also For-
mulierungen und Gedanken von Lernenden, die besonders zutreffen und mit denen man in der Klasse
gut weiterarbeiten kann — finden sich in einem Mathematikunterricht, in dem schreibend nachgedacht
wird, immer wieder. Wird dieselbe Frage im fragend-entwickelnden Unterricht gestellt, melden sich
meist nur diejenigen zu Wort, die eine moglichst regelgerechte, mathematische Antwort geben kdnnen
(die ersten beiden Antworten in 4bb. 4 gehen in diese Richtung). Die Analogie zur Artenvielfalt hin-
gegen wiirde im normalen Unterricht wohl kaum genannt werden, weil der Lehrer ,,das bestimmt nicht
horen will“. Ganz anders in einem Unterricht, in dem die Lernenden die Texte nicht fiir die Lehrkraft,
sondern fiir sich selbst schreiben.

Aus den von den Schiilerinnen und Schiilern gefundenen bzw. erfundenen Begriffen sollte die
Klasse im néchsten Schritt diejenigen herausfiltern, die fiir alle hilfreich sind. Dabei legte sich die
Klasse auf gemeinsame Vokabeln fest. Die Lehrkraft hatte nur die Aufgabe, den Prozess zu strukturie-
ren und zu moderieren; sie gat nicht einfach vor, wie es ,,richtig” ist. So schrieb sie aus den einge-
sammelten Antworten aller Lernenden diejenigen Begriffe heraus, die von ihnen als niitzlich bezeich-
net wurden, und formulierte daraus den dritten Arbeitsauftrag ,vgl. dazu Kasten 5. Er kann in Einzel-

arbeit oder als Hausaufgabe bearbeitet werden.

Arbeitsauftrag: ,,Vokabeln*

Wahrend des Spiels ,Funktionen diktieren* haben Sie viele Vokabeln benutzt oder sogar erfunden, die Ihnen
nitzlich erschienen. In lhren Aufschrieben habe ich folgende Vokabeln gefunden:

Strecke — Parabel — Zahlenwerte — ,durch den Nullpunkt — Ursprungsgerade — Gerade — Kurve — gespiegelt -
Steigung - ,verlauft durch den Punkt (...|...)* — positive/negative Steigung — ,an der y-Achse spiegeln® — Schwin-
gung — Hochpunkt/Tiefpunkt — Wendepunkt — ,Funktionen, die sich selbst gespiegelt haben® — Grenzkennzeich-
nung des Koordinatensystems — Linkskurve — ,Kurven, die man beim Namen nennen kann* — hiigellandartig —
steilflach — Berg/Tal — Hyperbel — auf die x-Achse treffen — die y-Achse schneiden — Parallele — Breite der Para-
bel —,Wendepunkte, bei denen die Kurve einfach die Richtung geandert hat* — ansteigend/abfallend — ,wie rum
[auft eine Kurve® — hochster Punkt — ,parallel zu einer Achse® — Héhepunkt/Tiefpunkt — ,schneidet die x/y-Achse
an“ — steigt/fallt bis — Kosinus/Sinus-Kurve — ,die Funktion Gberquert die x- oder y-Achse® — Funktion ist im nega-
tiven/positiven Bereich — hoch und runter

Zentrale Frage: Mit welchen Vokabeln wollen wir in Zukunft gemeinsam weiterarbeiten?

1. Sortieren Sie die Vokabeln! Achten Sie darauf, mehrere Begriffe, die dasselbe meinen, auch in die gleiche
Kategorie zu sortieren.

2. Zeichnen Sie zu jeder Vokabelgruppe eine Skizze, in der die Eigenschaft sichtbar wird.

3. Bei den Vokabeln, die es mehrfach gibt: Welche Version sollen wir in Zukunft verwenden, damit die mathema-
tische Sprache méglichst eindeutig wird?

4. Zum Weiterdenken: Wie kénnte man die Vokabeln in Worten und/oder mathematischer Sprache definieren?
(Ohne Zeichnung!)

Kasten 5: Dritter Arbeitsauftrag ,, Vokabeln

Im Plenum wuden die Antworten gesammelt. Auch diesen Prozess moderierte die Lehrkraft und er-
stellte zusammen mit der Klasse eine Tabelle mit Vokabeln und Skizzen. Die wesentlichen Klassifika-
tionen dabei waren:

= Klassen von Funktionen: , Kurven, die man beim Namen nennen kann‘
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= Steigung: Wichtig ist die Unterscheidung von steil/flach (Betrag von m) und steigt/féllt (Vorzei-
chen von m), die zuvor von den Schiilerinnen und Schiilern als Synonyme verwendet wurden. Auf
solche Fehlvorstellungen wird man als Lehrkraft oft erst in einer Klassenarbeit aufmerksam. In
diesem Unterrichtsgang war es jedoch mdglich, schon vor der rechnerischen Kurvendiskussion auf
diese mogliche Fehlerquelle hinzuweisen — mit dem Erfolg, dass dieser Fehler in der entsprechen-
den Klassenarbeit seltener als sonst aufgetreten ist.

=  Symmetrien: Da der Unterricht bis hierhin ohne Formeln abgelaufen ist, war es auch nicht schwie-
rig, hier zugleich Symmetrien zur y-Achse, zum Ursprung und zu einem beliebigen Punkte zu be-
sprechen, vor allem weil alle drei Variationen von der Klasse selbst erkannt wurden.

= Besondere Punkte: Hierunter wurden zunichst Schnittpunkte mit den Achsen sowie ,,Berge und
Taler* verstanden. Auch hier waren die Schiilervorstellungen eine Bereicherung des Unterrichts:
Der Begriff ,,Hochpunkt“ wird von der Klasse als verwirrend eingestuft, da der Graph noch hohere
Punkte aufweisen kann. Der mathematische Begriff ,,lokales Maximum®, den die Lehrkraft anbot,
wurde als hilfreicher angesehen und soll — auf expliziten Wunsch der Klasse — zukiinftig verwen-
det werden.

=  Weitere besondere Punkte — Wendepunkte: Auch bei diesem Thema legte der Einblick ins Denken
der Lernenden ein Missverstdndnis offen, das im klassischen Unterricht weniger auffallen wiirde:
Wendepunkte wurden als Punkte beschrieben, ,,bei denen die Kurve einfach die Richtung gedndert
hat*. Einige Lernende verstehen den Begriff also als Hoch- bzw. Tiefpunkt, da dort der Graph wie
ein Auto wendet, und nicht als ,,Kriimmungsrichtungswechselpunkt* wie mathematisch intendiert
(Hahn / Prediger 2004). Wird dieses Missverstindnis nicht aufgedeckt, kann es nicht verwundern,
wenn Lernende spéter die falsche Rechnung bzw. Ableitung wihlen.

Zum Schluss dieses Unterrichtsgangs wurde das Spiel ,,Funktionen diktieren* in Kasten 3 ein zweites

Mal gespielt. Dabei stellten alle Beteiligten fest, dass das Diktieren nicht nur schneller, sondern auch

mit groBerer Sicherheit und weniger Missverstdndnissen ablief. Die Schiilerinnen und Schiiler erleb-

ten, dass sie nun iiber die entsprechenden Begriffe verfiigen, einen Funktionsgraphen exakt in Worten

zu beschreiben — und das ist ein zentraler Aspekt der Kurvendiskussion, der der algebraischen Charak-

terisierung und Analyse vorangehen muss.

Weiterer Unterricht

Da zu diesem Zeitpunkt des Unterrichts die meisten zur Unterscheidung von Funktionen notwendigen
Begriffe und Eigenschaften aufgebaut waren, ging es im weiteren Unterricht darum, die entsprechen-
den rechnerischen Techniken zu entwickeln und zu erlernen. Daher wurden nun einige Klassen von
Funktionen systematisch untersucht. Die rechnerischen Erkenntnisse wurden dabei immer wieder mit
der zuvor erarbeiteten bildlichen und sprachlichen Ebene abgeglichen. Natiirlich war dies trotz der
Vorarbeit noch ein langer und fiir die Lernenden durchaus anspruchsvoller Weg, auf den hier nicht
ndher eingegangen werden soll. Auch in dieser Phase wurden die Schiilervorstellungen so oft wie
moglich in den Unterricht mit einbezogen, immer mit dem Ziel, Vorstellungen von Lernenden zu akti-
vieren, Fehlvorstellungen aufzudecken und Perlen zu finden.

Riickblick

Inwiefern haben sich meine anfangs geschilderten Hoffnungen erfiillt? Wie weit wurden die Ziele
erreicht?

= Im Vergleich zu anderen Unterrichtseinheiten haben die Lernenden in diesen Stunden viel mehr
geredet, gezeichnet, geschrieben und argumentiert und begriindet als sonst. Aulerdem waren sie
viel motivierter und engagierter als vergleichbare Klassen. Die Kurvendiskussion wurde so zu ei-
nem kreativen Prozess des Entdeckens und Erfindens.
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= Die Ubersetzung von Bildern in Sprache und zuriick fiel diesen Lernenden viel leichter im Ver-
gleich zu Schiilergruppen, bei denen ich frontaler unterrichtet bzw. bei denen ich als Lehrkraft
mehr vorgegeben hatte. Vor allem die eher schwachen Lernenden zeigten hierbei deutlich bessere
Leistungen als sonst.

= Die Ubersetzung von Bildern und Sprache in Formeln gelang vor allem den Schiilerinnen und
Schiilern im Mittelfeld besser als in vergleichbaren Lerngruppen — in erster Linie, weil sie viel 6f-
ter anhand selbst angefertigter Skizzen argumentierten.

= Die Fachbegriffe und Eigenschaften der Funktionen sind diesen Lernenden viel linger im Ge-
déachtnis geblieben — vor allem die Begriffe, die sie selbst erfunden haben. Dariiber hinaus konnten
die Schiilerinnen und Schiiler besser argumentieren und Fragestellungen aus dem Alltag leichter in
mathematische Fragen iibersetzen.

=  Fiir viele Lernende blieb die Kurvendiskussion noch einige Zeit lang ein Mittel zum ,,Sortieren*
von Funktionen. Es stand fiir sie also weiterhin der Aspekt der Klassifikation im Vordergrund.

=  Fiir mich als Lehrer war es spannend und inspirierend, mich gemeinsam mit den Lernenden einem
mathematischen Problem zu nihern und nach Lésungen zu suchen. Dariiber hinaus wurde nicht
nur die Klasse, sondern auch ich auf Ideen und Fehlerquellen aufmerksam, die im normalen Unter-
richt sicherlich iibersehen worden wiren.

Insofern hat sich die Orientierung an individuellen Vorstellungen fiir alle am Unterricht Beteiligten
gelohnt.
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